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Streszczenie

Identy�kacja parametrów i wery�kacja do±wiadczalna modelu

matematycznego wybranych nieliniowych ukªadów mechanicznych

W pracy rozwa»ono dwa ukªady mechaniczne: ruch pªaski pojedynczego waha-

dªa �zycznego w stanie nieustalonym oraz ruch przestrzenny wahadªa z ruchomym

punktem zawieszenia w stanie ustalonym. Model oporu powietrza dla obu zagad-

nie« obejmowaª trzy skªadowe siªy tªumienia: liniowy (proporcjonalny do pr¦dko-

±ci), kwadratowy (proporcjonalny do kwadratu pr¦dko±ci) i zale»ny od przyspiesze-

nia (proporcjonalny do przyspieszenia). Ruch rzeczywistych ukªadów zarejestrowano

podczas do±wiadcze« laboratoryjnych.

Gªównym celem pracy jest identy�kacja wspóªczynników tªumienia, gdy znany

jest ruch ukªadu w pewnych chwilach czasowych na podstawie eksperymentu, a tak»e

wery�kacja do±wiadczalna zastosowanych modeli oporu o±rodka. Wspóªczynniki tªu-

mienia s¡ szacowane za pomoc¡ kilku metod obliczeniowych. Zastosowano metod¦

bisekcji i jej rozszerzon¡ wersj¦, metod¦ gradientow¡, oraz metod¦ najmniejszych

kwadratów. Jak wskazuj¡ wyniki, najwi¦ksz¡ efektywno±ci¡ odznacza si¦ metoda

gradientowa, zwªaszcza dla ukªadów realizowanych w stanie nieustalonym oraz me-

toda najmniejszych kwadratów dla ukªadów w stanie ustalonym.

Zgodnie z póªempirycznym równaniem Morisona, czªon kwadratowy i skªadnik

uogólnionej siªy tªumienia zale»ny od przyspieszenia reprezentuj¡ caªkowit¡ siª¦ wy-

wieran¡ na ciaªo, tj. siª¦ oporu i siª¦ bezwªadno±ci, z uwzgl¦dnieniem koncepcji

masy dodanej. W modelu siªy oporu skªadnik zwi¡zany z mas¡ dodan¡ wydaje si¦

niezb¦dny do pomy±lnego przybli»enia rzeczywistego ruchu wahadªa.

W pracy zaprezentowano wyniki identy�kacji wspóªczynników tªumienia dla obu

rozwa»anych ukªadów mechanicznych oraz przedstawiono oszacowanie tych parame-

trów z zastosowaniem metod statystycznych. Dodatkowo zagadnienie ruchu pªaskie-

go wahadªa rozwi¡zano analitycznie za pomoc¡ metody wielu w dziedzinie czasu.
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Abstract

Identi�cation of parameters and experimental veri�cation of the

mathematical model of selected nonlinear mechanical systems

Two mechanical systems were considered in this disserattion: the planar mo-

tion of a single physical pendulum in the unsteady state and the spatial motion of

a pendulum with a movable suspension point in the steady state. The air resistance

model for both problems included three components of the dissipative force: linear

(proportional to velocity), quadratic (velocity squared), and acceleration-dependent

(proportional to acceleration). The motion of the real systems was recorded during

laboratory experiments.

The main aim of this disserattion is to identify the damping coe�cients based

on the motion measurements at certain time instants from the experiment, and

to experimentally verify the applied models of air resistance. Damping coe�cients

are estimated using several computational methods. The bisection method and its

extended version, the gradient method, and the least squares method were used.

Based on results obtained, the gradient method is the most e�ective, especially for

unsteady-state systems, and the least squares method for steady-state systems.

According to the semi-empirical Morison equation, the quadratic term and acce-

leration dependent component represent the total force exerted on the body, i.e. the

drag force and inertia force including the concept of mass added. In the model of

resistive force, the term proportional to acceleration seems to be indispensable for

the successful approximation of the real pendulum motion.

The disserattion presents the results of the identi�cation of damping coe�cients

for both considered mechanical systems and the estimation of these parameters using

statistical methods. Additionally, the problem of the motion of a plane pendulum

was solved analytically using the method of multiple scales in time domain.
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Wykaz wa»niejszych oznacze«

Operatory

(•̇), d(·)
dt

� pochodna pierwszego rz¦du wzgl¦dem czasu

| · | � dªugo±¢ wektora

∇g � gradient funkcji

(·) � warto±¢ ±rednia

⌈·⌉ � funkcja su�t

cov(•) � wektor kowariancji

F−1(t(·)) � odwrotna dystrybuanta standaryzowanego rozkªadu t studenta

O(·) � symbol Landaua

Symbole literowe

Â � tensor drugiego rz¦du

a⃗ � wektor przyspieszenia

a⃗t � skªadowa styczna przyspieszenia

c1 � wymiarowy wspóªczynnik tªumienia proporcjonalny do pr¦dko±ci

c2 � wymiarowy wspóªczynnik tªumienia proporcjonalny do kwadratu

pr¦dko±ci

ca � wymiarowy wspóªczynnik tªumienia proporcjonalny do

przyspieszenia

Ca � wspóªczynnik siªy oporu inercjalnego

d � odlegªo±¢ pomi¦dzy markerami dla ruchu wahadªa z ruchomym

punktem zawieszenia

d(i) � kierunek w metodzie gradientowej w i-tym kroku

dr � in�nitezymalny element wahadªa

dSA � odlegªo±¢ od punktu zawieszenia do markera umieszczonego na

wahadle i poªo»onego bli»ej osi obrotu dla ruchu wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia

D
(n)
c � centralny schemat ró»nicowy dla pochodnej rz¦du n

eavg � bª¡d ±redni

erms � bª¡d ±redniokwadratowy

etot � bª¡d caªkowity

Edys � energia dyssypacji ukªadu

fk(β) � funkcja celu przy optymalizacji wspóªczynnika β

F⃗D � siªa dyssypatywna

F⃗I � siªa inercjalna

g � przyspieszenie ziemskie
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ÎC � centralny tensor bezwªadno±ci

IO � moment bezwªadno±ci pr¦ta wzgl¦dem osi prostopadªej do

pªaszczyzny ruchu i przechodz¡cej przez punkt O

L � dªugo±¢ elementu

L1, L2 � lewe strony równa« ruchu przestrzennego wahadªa z ruchomym

punktem zawieszania w stanie ustalonym

L � funkcja Lagrange'a

m � masa elementu

M0 � amplituda wymuszenia harmonicznego

Nk � liczba klatek nagrania

qi � wspóªrz¦dne uogólnione

Qqi � uogólniona siªa przypisana wspóªrz¦dnej uogólnionej qi

Q
(1)
qi � uogólniona siªa spowodowana oporem o±rodka

Q
(2)
qi � uogólniona siªa zwi¡zana z wymuszeniem

Q̂
(1)
qi � uogólniona siªa spowodowana oporem o±rodka w stanie ustalonym

r � promie« elementu

r⃗ � wektor wodz¡cy

rX,Y � wspóªczynnik korelacji Pearsona dla wektora X i Y

R � promie« tarczy

R1, R2 � prawe strony równa« ruchu przestrzennego wahadªa z ruchomym

punktem zawieszania w stanie ustalonym

Ri(α) � macierz obrotu ukªadu wspóªrz¦dnych o k¡t α

s � liczba stopni swobody

t � czas wymiarowy

T � energia kinetyczna

U � funkcja Heaviside'a

v � moduª pr¦dko±ci

v⃗ � wektor pr¦dko±ci

V � energia potencjalna siª zachowawczych lub potencjaª siª potencjalnych

V̂ � obj¦to±¢ elementu

v̂ � liczba stopni swobody rozkªadu prawdopodobie«stwa

w1, w2 � parametry kroku w optymalizacyjnej metodzie gradientowej

w
{k,L}
1 , w

{k,L}
2 � wspóªczynniki wagowe dla metody najmniejszych kwadratów

α � k¡towa wspóªrz¦dna uogólniona wahadªa z ruchomym punktem

zawieszenia

αu � k¡towa wspóªrz¦dna uogólniona wahadªa z ruchomym punktem

zawieszenia w stanie ustalonym
10



α1 � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia proporcjonalny do pr¦dko±ci

w modelu z dwoma wspóªczynnikami tªumienia

α2 � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia proporcjonalny do kwadratu

pr¦dko±ci w modelu z dwoma wspóªczynnikami tªumienia

β � k¡towa wspóªrz¦dna uogólniona wahadªa z ruchomym punktem

zawieszenia

βu � k¡towa wspóªrz¦dna uogólniona wahadªa z ruchomym punktem

zawieszenia w stanie ustalonym

β1 � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia proporcjonalny do pr¦dko±ci

w modelu z trzema wspóªczynnikami tªumienia

β2 � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia proporcjonalny do kwadratu

pr¦dko±ci w modelu z trzema wspóªczynnikami tªumienia

βa � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia proporcjonalny do

przyspieszenia w modelu z trzema wspóªczynnikami tªumienia

β̂i � wspóªczynniki tªumienia zale»ne od ksztaªtu i wymiarów

opªywanego ciaªa

γ � pomocnicza wspóªrz¦dna k¡towa wahadªa z ruchomym punktem

zawieszenia

δ � przedziaª ufno±ci

δD � dystrybucja Diraca

∆β � warto±¢ kroku w optymalizacyjnej metodzie gradientowej

σ0 � odchylenie standardowe

ε � przyspieszenie k¡towe

µ � wspóªczynnik lepko±ci dynamicznej

µ0 � warto±¢ oczekiwana

ρ � g¦sto±¢ pªynu

φ � k¡towa wspóªrz¦dna uogólniona wahadªa �zycznego

φexp � wyniki do±wiadczalne ruchu wahadªa

φnum � wyniki numeryczne ruchu wahadªa

τ � czas bezwymiarowy

ω � pr¦dko±¢ k¡towa

ω⃗gl � absolutna pr¦dko±¢ k¡towa

ω⃗α � pr¦dko±¢ k¡towa zwi¡zana z obrotem elementu o k¡t α

ω̂i � warto±¢ referencyjna przy zamianie warto±ci wymiarowych na

bezwymiarowe

Ω0 � cz¦sto±¢ wymuszenia harmonicznego





1. Wst¦p

1.1. Wprowadzenie

Rozwi¡zywanie problemów mechaniki w dzisiejszych czasach polega mi¦dzy in-

nymi na tworzeniu modeli matematycznych. Te modele cz¦sto s¡ tak zªo»one, »e nie

da si¦ ich rozwi¡za¢ analitycznie. Otrzymuje si¦ zazwyczaj silnie nieliniowe ukªa-

dy równa« ró»niczkowych, ró»niczkowo-caªkowych lub caªkowych, które stanowi¡

wyzwanie dla badaczy. Cho¢ wiedza na temat tych równa« stale si¦ rozwija, ich

zªo»ono±¢ nadal stanowi barier¦. Jednym z podstawowych narz¦dzi rozwi¡zywania

tego typu równa« s¡ metody numeryczne. Dzi¦ki nim mo»liwe jest rozwi¡zanie tych

problemów w sposób efektywny. Niemniej jednak, metody te równie» maj¡ swoje

wady, takie jak brak stabilno±ci lub dªugi czas oblicze«. Mimo to metody nume-

ryczne staj¡ si¦ coraz bardziej wydajne i coraz cz¦±ciej wykorzystywane w praktyce,

otwieraj¡c nowe mo»liwo±ci dla rozwoju nauki i technologii.

Cz¦sto spotykanym problemem s¡ tzw. zagadnienia odwrotne mechaniki. Poj¦cie

�odwrotne� odnosi si¦ do sytuacji, w których matematyczny opis jest niekomplet-

ny, na przykªad brakuje peªnych informacji na temat warunków brzegowych lub

warunków pocz¡tkowych, albo te» nieznane s¡ konkretne warto±ci pewnych parame-

trów. Zagadnienia odwrotne zaliczane s¡ do kategorii problemów ¹le uwarunkowa-

nych i niejednoznacznych, co oznacza, »e skuteczne rozwi¡zanie jest mo»liwe jedynie

wtedy, gdy dysponujemy dodatkowymi informacjami dotycz¡cymi przebiegu mode-

lowanego procesu.

Dokªadne dobranie modelu tªumienia oraz oszacowanie jego parametrów stano-

wi kluczowy aspekt w dziedzinie symulacji dynamicznej i analizy ruchu realnych

ukªadów mechanicznych. W tym zakresie pojawiaj¡ si¦ liczne wyzwania zwi¡zane

z ró»norodno±ci¡ mechanizmów rozpraszania energii i ich zªo»ono±ci¡. Dodatkow¡

trudno±ci¡ jest charakter przybli»ony, typowy dla modeli tªumienia. Warto zazna-

czy¢, »e tªumienie wªasne, czyli to naturalnie obecne w systemie lub jego otoczeniu,

cz¦sto mo»na podzieli¢ na trzy gªówne kategorie: tªumienie wewn¦trzne, tªumienie

strukturalne i tªumienie zewn¦trzne. Tªumienie wewn¦trzne odnosi si¦ do proce-

sów zachodz¡cych wewn¡trz materiaªu. Mo»e ono obejmowa¢ ró»ne formy absorpcji

energii, na przykªad w materiaªach elastycznych poddanych deformacji. Tªumie-

nie strukturalne, natomiast, wyst¦puje w miejscach zª¡cz, podporach czy na sty-



kach mi¦dzy elementami konstrukcyjnymi. Przykªadem mo»e by¢ tªumienie w ª¡-

czeniu dwóch elementów metalowych, gdzie energia jest rozpraszana poprzez tarcie

i mikro-ruchy w powierzchni styku. Tªumienie zewn¦trzne to efekty oddziaªywa«

mi¦dzy systemem mechanicznym a jego otoczeniem, na przykªad przez interakcje

pªyn�struktura. Przykªadem mo»e by¢ tªumienie generowane przez strumie« powie-

trza przepªywaj¡cy wokóª poruszaj¡cego si¦ pojazdu. Zrozumienie tych ró»nic oraz

umiej¦tno±¢ wªa±ciwego uwzgl¦dnienia ich w modelach symulacyjnych jest kluczowe

dla skutecznej analizy dynamiki mechanicznej systemów [17].

Istnieje kilka podstawowych modeli opisuj¡cych ró»ne formy rozpraszania ener-

gii mechanicznej, takie jak tªumienie lepkie i modele z histerez¡, tarcie suche Co-

ulomba oraz model oporu proporcjonalnego do kwadratu pr¦dko±ci. Chocia» istniej¡

bardziej zaawansowane i szczegóªowe �zycznie podej±cia do rozpraszania energii,

takie jak teoria lepkospr¦»ysto±ci czy teoria termospr¦»ysto±ci dotycz¡ca tªumie-

nia wewn¦trznego, cz¦sto s¡ one zbyt skomplikowane, aby praktycznie je stosowa¢,

szczególnie w dynamice dyskretnych ukªadów mechanicznych. W praktyce oblicze-

niowej zazwyczaj korzysta si¦ z prostszych modeli. Gªównym celem tych modeli jest

zbli»one oddanie ogólnego tªumienia w danym systemie oraz uchwycenie jego gªów-

nych efektów, takich jak zmniejszanie si¦ amplitudy drga« czy osi¡gni¦cie stanów

ustalonych w ukªadach nieautonomicznych. W tym kontek±cie podstawowe mode-

le, zwªaszcza tªumienie wiskotyczne lub jego równie cz¦sto stosowany odpowiednik,

tªumienie proporcjonalne do kwadratu pr¦dko±ci, mog¡ peªni¢ rol¦ zast¦pczych albo

"wypadkowych" reprezentacji nie tylko tªumienia wewn¦trznego, ale tak»e tªumienia

strukturalnego i zewn¦trznego. Dodatkowo, wa»ne jest zrozumienie, »e mimo pro-

stoty tych modeli, mog¡ one by¢ skuteczne w przewidywaniu zachowania dynamicz-

nego systemów mechanicznych w wielu praktycznych zastosowaniach, co sprawia,

»e s¡ one popularnym narz¦dziem w in»ynierii i naukach przyrodniczych. Jednak»e,

w przypadku bardziej skomplikowanych struktur lub sytuacji wymagaj¡cych wy-

sokiej dokªadno±ci, mo»e by¢ konieczne zastosowanie zaawansowanych modeli, bio-

r¡cych pod uwag¦ bardziej subtelne efekty tªumienia i zachowania si¦ materiaªów

[6, 10, 17, 66].

Takie podej±cie, które skupia si¦ na ograniczonym zainteresowaniu rzeczywistymi

¹ródªami i mechanizmami tªumienia, mo»na uzasadni¢ gªównie faktem, »e w wielu

rzeczywistych ukªadach ilo±¢ energii rozproszonej jest bardzo niewielka. Dotyczy to

szczególnie cz¦±ci ci¦»kich maszyn, konstrukcji wykonanych z konwencjonalnych ma-

teriaªów, czªonów mechanizmów, elementów robotów przemysªowych i podobnych

przypadków. Siªy wynikaj¡ce z tªumienia s¡ cz¦sto znikomo maªe w porównaniu
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z siªami bezwªadno±ci i spr¦»ysto±ci, dlatego mog¡ by¢ pomijane. Niemniej jednak,

wpªyw siª rozpraszaj¡cych mo»e sta¢ si¦ istotny w przypadku konstrukcji o stosun-

kowo niewielkiej masie, które wykonuj¡ ruch w szerokim zakresie zmian poªo»enia

i pr¦dko±ci. Przykªady takich konstrukcji to elastyczne, smukªe systemy, takie jak

ªa«cuchy, przewody, liny oraz bardzo elastyczne belki [6, 51]. Z uwagi na natur¦

oscylacji i zwi¡zane z nimi nieliniowo±ci geometryczne, uzasadnione jest traktowanie

wahadªa jako archetypu takich smukªych ukªadów.

Kluczowym elementem tej pracy jest zwery�kowanie w prostych eksperymentach

modelu tªumienia uwzgl¦dniaj¡cego liniow¡ i proporcjonaln¡ do kwadratu zale»no±¢

siªy od pr¦dko±ci oraz wpªyw masy dodanej wyra»aj¡cy si¦ skªadnikiem proporcjo-

nalnym do przyspieszenia. Obok wery�kacji eksperymenty, w których rejestruje si¦

dwa rodzaje ruchu pr¦ta, sªu»¡ do oszacowania warto±ci nieznanych wspóªczynników

modelu tªumienia. Wydaje si¦, »e ciaªo sztywne przyspieszane w pªynie bez tarcia

zyskuje mas¦. Ruch pªywaków, ªodzi podwodnych, sterowców itp. jest spowalniany

przez efekt "dodatkowej masy", który ró»ni si¦ od lepkiego oporu i wyporu. Okazuje

si¦, »e p¦cherzyki powietrza w wodzie unosiªyby si¦ 400 razy szybciej, gdyby jedyn¡

siª¡ dziaªaj¡c¡ na nie byªa siªa wyporu. Okr¦ty podwodne i sterowce zu»ywaj¡ wi¦cej

paliwa, ni» mo»na by si¦ spodziewa¢, bior¡c pod uwag¦ tylko efekty lepko±ci. �odzie

podwodne i sterowce wydaj¡ si¦ mie¢ wi¦ksz¡ bezwªadno±¢, gdy s¡ przyspieszane

w pªynie ze wzgl¦du na tak zwany efekt dodatkowej masy. Dzieje si¦ tak, poniewa»

aby przyspieszy¢ ciaªo zanurzone w nieruchomym pªynie nale»y równie» przyspie-

szy¢ cz¦±¢ otaczaj¡cego go pªynu. Z drugiej strony, gdy ciaªo porusza si¦ ze staª¡

pr¦dko±ci¡ w idealnym (nie±ci±liwym, nielepkim i bezwirowym) pªynie to nie jest

wymagana taka dodatkowa siªa. Efekt dodanej masy jest zupeªnie inny ni» lepki

opór. Jest to niespowodowane tarciem lepkim zjawisko, w wyniku którego powstaje

siªa, proporcjonalna do przyspieszenia ciaªa i maj¡ca zwrot przeciwny do wektora

przyspieszenia, zwi¦kszaj¡c w ten sposób mas¦ lub bezwªadno±¢ ciaªa. Ta dodatkowa

bezwªadno±¢ nazywana jest jej mas¡ dodan¡ lub wirtualn¡. Dodana masa zale»y od

ksztaªtu ciaªa, kierunku przyspieszenia wzgl¦dem ciaªa oraz od g¦sto±ci otaczaj¡cego

pªynu. Na przykªad dodatkowa masa zwi¦kszaj¡ca bezwªadno±¢ kuli przy jej ruchu

przyspieszonym w nieruchomym pªynie stanowi poªow¦ masy wypartego przez ni¡

pªynu. W przeciwie«stwie do momentu bezwªadno±ci ciaªa sztywnego, jego masa

dodana nie zale»y od rozkªadu masy w ciele. W rzeczywisto±ci jest niezale»na od

masy ciaªa, ale ro±nie wraz z g¦sto±ci¡ pªynu. Opór dziaªaj¡cy na ciaªo to przeciwna

siªa tarcia zale»na od pr¦dko±ci ciaªa wzgl¦dem pªynu: w przypadku wolnego ruchu
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w warunkach przepªywu laminarnego jest ona proporcjonalna do pr¦dko±ci, ale przy

du»ych pr¦dko±ciach mo»e by¢ proporcjonalna do kwadratu pr¦dko±ci [47].

1.2. Przegl¡d literatury

Od wieków wahadªa ró»nego typu (normalne/odwrócone, proste/�zyczne, po-

jedyncze/wielokrotne) stanowi¡ stosunkowo prosty, ale interesuj¡cy obiekt bada«

[5, 43, 57, 62, 67, 73]. Odgrywaj¡ one istotn¡ rol¦ zarówno w mechanice teoretycznej,

jak i eksperymentalnej, sªu»¡c do badania i przejrzystej interpretacji wielu koncep-

cji teorii maªych drga«, drga« nieliniowych oraz chaosu deterministycznego. Anali-

za ruchu wahadeª wieloczªonowych pozwala na gª¦bsze zrozumienie zjawisk takich

jak oscylacje sprz¦»one czy dynamika ukªadów wieloczªonowych [8, 71, 89, 90, 92].

Wahadªo staªo si¦ nie tylko standardowym modelem w �zyce, ale równie» ¹ródªem

problemów testowych i licznych studiów przypadków w wielu innych dziedzinach, ta-

kich jak automatyka, robotyka, technologia kosmiczna, a tak»e metody i algorytmy

obliczeniowe oraz sztuczna inteligencja.

W kontek±cie analizy i symulacji smukªych systemów, wahadªa wielokrotne zna-

lazªy szerokie zastosowanie w badaniach dynamiki ªa«cuchów [51, 58, 84, 91, 95]. S¡

one równie» wykorzystywane jako podstawa do tworzenia dyskretnych modeli konti-

nuów spr¦»ystych [24, 25, 78], co pozwala na badanie zªo»onych interakcji w struktu-

rach elastycznych i ich reakcji na zewn¦trzne czynniki. Dzi¦ki ich wszechstronno±ci

i mo»liwo±ciom adaptacji do ró»norodnych problemów, wahadªa wielokrotne pozo-

staj¡ wa»nym narz¦dziem w badaniach naukowych i in»ynieryjnych.

W kontek±cie tªumienia drga«, pojedyncze wahadªo mo»e by¢ tak»e postrzegane

jako bardzo prosty i wygodny obiekt do bada« eksperymentalno�obliczeniowych.

Nelson i Olsson [65] wykorzystali pªaskie wahadªo do pomiaru przyspieszenia ziem-

skiego oraz omówili kilka poprawek modelowych zwi¡zanych z szerok¡ gam¡ cech

�zycznych wahadªa �zycznego, uwzgl¦dniaj¡c mi¦dzy innymi efekty aerodynamicz-

ne. Mohazzabi i Shankar [60] analizowali wpªyw oporu na kulk¦ zawieszon¡ na stru-

nie. W swoim modelu uwzgl¦dnili rozwini¦cie siªy tªumienia w szereg Taylora oraz

tªumienie zwi¡zane z siª¡ Morisona, tj. proporcjonaln¡ do przyspieszenia. Ladino

i Rondon [48] zaproponowali metod¦ wyznaczania wspóªczynnika tªumienia proste-

go wahadªa z oscyluj¡cym punktem zawieszenia. W pracy przedstawiono metod¦

pomiaru wspóªczynnika tªumienia prostego wahadªa wykonuj¡cego maªe drgania

z wykorzystaniem zjawiska rezonansu. Metoda ta wymaga standardowego genera-

tora sygnaªu funkcyjnego, prostego wahadªa i gªo±nika. W pracy [64] autorzy po-
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równuj¡ wyniki do±wiadczalne i analityczne dla pojedynczego wahadªa nap¦dzanego

polem magnetycznym, tj. oddziaªywaniem cewka�magnes. Przybli»one rozwi¡zanie

analityczne amplitudy przemieszcze« mechanicznych wahadªa otrzymano za pomoc¡

metody równowagi harmonicznej. Wyniki zostaªy zwery�kowane równie» za pomoc¡

symulacji numerycznych, a nast¦pnie porówano je z wynikami do±wiadczalnymi.

Wiele modeli matematycznych opisuje poszczególne mechanizmy rozpraszania

energii mechanicznej. Mo»na tu wymieni¢ model tarcia suchego Amontona i Co-

ulomba [12], model tªumienia wiskotycznego, wiele modeli tarcia zale»nych od pr¦d-

ko±ci [31] oraz model histeretyczny tªumienia. Efekty zarówno tarcia suchego (na

podporze), jak i tªumienia lepkiego na amplitud¦ wahadªa omawiali Zonetti i inni

[102]. Warto zaznaczy¢, »e wspomniane badania skupiaj¡ si¦ gªównie na przypadku

wahadªa prostego oraz zazwyczaj na jednym z dwóch modeli tªumienia: klasycznym

tªumieniu liniowym (proporcjonalnym do pr¦dko±ci) lub kwadratowym (proporcjo-

nalnym do kwadratu pr¦dko±ci).

Algorytmy obliczeniowe interakcji pªyn-struktura umo»liwiaj¡ zaawansowany opis

interakcji pomi¦dzy ukªadami drganiowymi a pªynem. Model matematyczny wyko-

rzystany w [13] do badania m.in. drga« wspornika powodowanych przez wir zawiera

równania Naviera-Stokesa, równania Naviera dla o±rodka spr¦»ystego oraz warunki

zgodno±ci na granicy rozdziaªu. To podej±cie uwzgl¦dnia du»e odksztaªcenia i prze-

mieszczenia bryªy, a tak»e silne efekty dodatkowej masy, które zwi¡zane jest z rów-

naniem Morisona, gdzie uwzgl¦dnia si¦ wspóªczynnik tªumienia proporcjonalny do

przyspieszenia.

Badania wykorzystuj¡ce analiz¦ modaln¡ sprawdzaj¡ si¦ w wielu problemach

in»ynierskich. Pierwotnie analiz¦ modaln¡ stosowano jedynie do ukªadów nietªumio-

nych. Jednak obecnie powszechnie stosowane s¡ modele tªumienia proporcjonalne-

go, które zakªadaj¡, »e macierz tªumienia jest liniow¡ kombinacj¡ macierzy masy

i sztywno±ci [2]. Dzi¦ki temu mo»liwe jest bardziej realistyczne uwzgl¦dnienie wpªy-

wu tªumienia na dynamik¦ systemu, co pozwala na lepsze dopasowanie modelu do

rzeczywistych warunków dziaªania.

Nieliniowo±ci w modelach tªumienia dla ukªadów o wielu stopniach swobody za-

zwyczaj s¡ pomijane, co zostaªo podkre±lone w [55]. Przyczyny tego zjawiska mo»na

upatrywa¢ w trudno±ciach zwi¡zanych z wyznaczeniem warto±ci parametrów modeli

nieliniowych. W artykule [55] zaproponowano rozszerzenie metody odwrotnej wy-

znaczania wspóªczynników, która pierwotnie stosowana byªa do ukªadów liniowych,

na wyznaczanie wspóªczynników tªumienia stoj¡cych przy wyra»eniach nieliniowych.

Wiele modeli, zarówno w obliczeniowej dynamice cieczy, jak i w algorytmach obli-
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czeniowych interakcji pªyn�struktura, uwzgl¦dnia efekt dodanej masy. Przykªadowo,

w pracy [39] uwzgl¦dniono ten efekt w modelu drga« sztywnych i spr¦»ystych ±ruby

okr¦towej. Natomiast w [52] pokazano, »e dokªadno±¢ oblicze« dotycz¡cych drga«

skrzydªa samolotu mo»e by¢ istotnie poprawiona poprzez uwzgl¦dnienie macierzy

mas dodanych.

Koncepcja masy dodanej znajduje zastosowanie w obliczeniach wspomagaj¡-

cych projektowanie konstrukcji przeznaczonych do energetyki j¡drowej. Na przykªad

w pracy [100] zbadano model z mas¡ dodan¡ dla interakcji pªyn�struktura regaªu

do przechowywania wypalonego paliwa j¡drowego. Takie regaªy umieszczane s¡ w

basenach wypeªnionych wod¡. W warunkach sejsmicznych, gdy konstrukcja wibruje,

pªyn przepªywa mi¦dzy szczelinami, st¡d mo»e pojawi¢ si¦ efekt dodatkowej masy

zwi¦kszaj¡cej bezwªadno±¢ konstrukcji. Autorzy zauwa»aj¡, »e skªadnik masy doda-

nej jest pomijany w badaniach, a mo»e on by¢ wielokrotnie wi¦kszy od masy wªasnej,

szczególnie w przypadku lekkich elementów o stosunkowo du»ych rozmiarach linio-

wych. Autorzy [45] opracowali natomiast model, który opisuje ró»ne wªa±ciwo±ci

masy dodanej pªynu i tªumienia dla koncentrycznej cylindrycznej powªoki i rzeczy-

wistych ukªadów sze±ciok¡tnych rdzeni reaktora z ciekªym metalem.

Dynamika konstrukcji wspartych na kolumnach zanurzonych w wodzie, takich

jak fundamenty mostów morskich [75, 99], platformy wiertnicze [59], morskie turbi-

ny wiatrowe [97] itp., wymagaj¡ uwzgl¦dnienia interakcji pªyn�struktura, która ma

mniejsze znaczenie w przypadku konstrukcji na l¡dzie. Wiadomo, »e wibracje zanu-

rzonej kolumny poddanej trz¦sieniom ziemi powoduj¡ ruch pobliskiej wody, wytwa-

rzaj¡c dodatkow¡ siª¦ hydrodynamiczn¡ dziaªaj¡c¡ na konstrukcj¦. T¦ dodatkow¡

siª¦ zwykle modeluje si¦ jako poª¡czenie hipotetycznej masy wody i przyspieszenia

konstrukcji. W pracach [59, 75, 97] zaproponowano model, w których opªywany sªup

konstrukcji ma przekrój koªowy. Badania przedstawione w [101] przedstawiaj¡ rów-

nie» model masy dodanej kolumny zanurzonej w wodzie, ale o dowolnym przekroju.

W dynamice ukªadów o parametrach skupionych zazwyczaj pomija si¦ skutki

oddziaªywa« z otaczaj¡cym pªynem. Jednak»e istniej¡ wyj¡tki, jak w przypadku,

gdy model skupiony uzyskuje si¦ poprzez dyskretyzacj¦ obiektu ci¡gªego, jak opisano

w [28]. Autorzy tego badania, zakªadaj¡c ortogonalno±¢ i niezale»no±¢ postaci drga«

wªasnych, zaproponowali model drga« ªopatki turbiny o jednym stopniu swobody,

uwzgl¦dniaj¡c w nim modaln¡ mas¦ dodan¡. Przegl¡d metod oceny masy dodanej

pªynu dla turbin hydraulicznych przedstawiono w [18].

Skªadnik z mas¡ dodan¡ mo»e równie» by¢ zastosowany w przypadku przepªywu

kawitacyjnego [7]. Dodane wspóªczynniki masy zmniejszaj¡ si¦ wraz ze wzrostem
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p¦cherzy kawitacyjnych, co powinno powodowa¢ wzrost naturalnych cz¦stotliwo-

±ci strukturalnych. W modelu pokazano tak»e dodany operator tªumienia zwi¡zany

z szybko±ci¡ zmiany g¦sto±ci przepªywu. Stwierdzono, »e dodane wspóªczynniki tªu-

mienia s¡ dodatnie lub ujemne w zale»no±ci od szybko±ci zmiany g¦sto±ci pªynu, co

wskazuje na mo»liwo±¢ wyst¡pienia niestabilno±ci pomi¦dzy elastycznymi struktu-

rami i nieustalonymi przepªywami kawitacyjnymi.

Rola, jak¡ odgrywa oddziaªywanie pªynów na poruszaj¡ce si¦ ruchem post¦po-

wym, obrotowym, czy wahadªowym elementy dyskretnych ukªadów o kilku stop-

niach swobody jest coraz cz¦±ciej dostrzegana i uwzgl¦dniana w modelach matema-

tycznych. Pomimo to, nawet w przypadku tak zaawansowanych ukªadów, tªumienie

cz¦sto jest przedstawiane w ramach modelu tªumienia wiskotycznego, co zostaªo

omówione w pracach [1, 3, 83, 87]. W tych badaniach zastosowano metod¦ wieloska-

low¡ (MSM) w dziedzinie czasu.

W pracy [41] omówiono drgania oscylatora Du�nga z tªumieniem przedstawio-

nym w modelu proporcjonalnym do n-tej pot¦gi pr¦dko±ci. Jednak, omawiane tam

wyniki nie uwzgl¦dniaj¡ przypadku dla n = 2. Model tªumienia zewn¦trznego, wy-

woªanego oporem powietrza, jako poª¡czenie tªumienia wiskotycznego i proporcjo-

nalnego do kwadratu pr¦dko±ci, zostaª pozytywnie zwery�kowany w [38] w badaniu

drga« cienkiej pªyty. Analizuj¡c drgania cienkiej belki, autorzy dochodz¡ do wniosku,

»e w tym przypadku wystarczaj¡cy jest model proporcjonalny do pr¦dko±ci. Chang

[14] badaª natomiast charakterystyk¦ drga« swobodnych, drga« deterministycznych

i drga« losowych poprzecznie izotropowych pªyt prostok¡tnych magnetoelektroela-

stycznych stykaj¡cych si¦ z pªynem. W swojej analizie wprowadziª matematyczne

sformuªowanie dotycz¡ce wyznaczania masy dodanej dla stykaj¡cych si¦ z wod¡ pªyt

prostok¡tnych o jednakowej grubo±ci.

Model masy dodanej mo»e by¢ zastosowany równie» w wielu innych zagadnie-

niach. Na przykªad autorzy w pracy [37] rozwa»aj¡ dodatkow¡ warstw¦ masy powie-

trza wokóª drgaj¡cej membrany, a w [81] badacze sprawdzaj¡ wpªyw masy dodanej

na dynamik¦ wibruj¡cych pr¦tów. Innym problemem, w którym mo»na zastosowa¢

skªadnik masy wirtualnej s¡ amortyzatory [96], które stosowane s¡ jako niezb¦dne

ªo»yska w wielu maszynach wiruj¡cych w celu tªumienia drga« bocznych i zwi¦ksza-

nia stabilno±ci ukªadu.

W pracy [80] przeanalizowano trzy modele tªumienia, które przybli»aj¡ caªkowity

opór powietrza w pªaskim ruchu wahadªa �zycznego. Najprostszym z nich jest model

tªumienia wiskotycznego. Drugi model to poª¡czenie tªumienia wiskotycznego i kwa-

dratowego, a trzeci uwzgl¦dnia tak»e mas¦ dodan¡. Wspóªczynniki dla wszystkich
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modeli zostaªy wyznaczone przy u»yciu ró»nych technik optymalizacyjnych, a dane

zostaªy zebrane poprzez rejestracj¦ ruchu za pomoc¡ kamery o wysokiej cz¦stotliwo-

±ci.

Podsumowuj¡c przegl¡d literatury mo»na stwierdzi¢, »e model tªumienia i war-

to±ci jego wspóªczynników odgrywaj¡ znacz¡c¡ rol¦ w poprawnym odwzorowaniu

ruchu. Autorzy prac cz¦sto ograniczaj¡ si¦ wyª¡cznie do liniowego modelu tªumie-

nia, tj. z wspóªczynnikiem proporcjonalnym do pr¦dko±ci, a ich wyniki otrzymane

metodami analitycznymi lub numerycznymi bardzo rzadko s¡ wery�kowane przez

porównanie ich z wynikami do±wiadczalnymi. Model tªumienia z mas¡ dodan¡ poja-

wia si¦ w wielu pracach, w których obiekt znajduje si¦ w cieczy. W przypadku obiektu

w znajduj¡cego si¦ powietrzu � skªadnik ten nie jest brany pod uwag¦. W przypadku

ukªadów poruszaj¡cych si¦ z du»¡ pr¦dko±ci¡ wi¦ksze znaczenie odgrywa parametr

proporcjonalny do kwadratu pr¦dko±ci, co równie» w pracach jest cz¦sto pomijane.

Nale»y równie» podkre±li¢, »e artykuªy, w których zaprezentowano rozwi¡zania nie-

liniowych zagadnie« trójwymiarowych z bardziej zaawansowanym ni» wiskotyczny

modelem tªumienia s¡ w zdecydowanej mniejszo±ci.

1.3. Cel i zakres pracy

Tematyka niniejszej rozprawy dotyczy wery�kacji kilku zaproponowanych modeli

matematycznych siªy oporu powietrza wyst¦puj¡cej w ruchu ukªadów mechanicz-

nych poª¡czonej z estymacj¡ warto±ci wspóªczynników tych modeli. Celem pracy

jest opracowanie metod przeznaczonych do wyznaczania warto±ci wspóªczynników

modelu i walidacji tego modelu dla konkretnego ukªadu mechanicznego w warunkach

odpowiadaj¡cych naturalnym warunkom jego pracy. Metody te nale»¡ do zagadnie«

odwrotnych dynamiki, których sformuªowanie nie jest w peªni okre±lone i wyma-

ga w zwi¡zku z tym dodatkowych informacji otrzymanych eksperymentalnie z za-

stosowaniem zaawansowanych narz¦dzi pomiarowych takich jak kamery szybkiego

obrazowania i systemu do analizy ruchu na przykªad BTS SMART. Metody b¦d¡-

ce przedmiotem pracy zostaªy przetestowane w odniesieniu do dwóch stosunkowo

prostych ukªadów mechanicznych. Pierwszy z tych ukªadów to jednorodny, prosto-

liniowy pr¦ta zawieszony w nieruchomym punkcie i wykonuj¡cy swobodne drgania

wokóª stabilnego poªo»enia równowagi w pªaszczy¹nie pionowej. Drugim ukªadem

jest równie» pr¦t, ale zawieszony za pomoc¡ przegubu na poziomej tarczy koªowej

poruszaj¡cej si¦ zadanym ruchem. Pr¦t ma mo»liwo±¢ obrotu wzgl¦dem dwóch osi.
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Równania ruchu dla obu ukªadów zostaªy wyprowadzone z równa« Lagrange'a II

rodzaju.

Zgodnie z powy»szym, jednym z najistotniejszych zada« wchodz¡cych w zakres

pracy jest zaprojektowanie i wykonanie stanowisk pomiarowych sªu»¡cych do reali-

zacji ruchu ukªadów mechanicznych oraz jego rejestracji. Zarejestrowane dane ekspe-

rymentalne zostaªy przetworzone z zastosowaniem autorskich algorytmów. Kolejny,

cho¢ przebiegaj¡cy równolegle z wykonywaniem eksperymentów, etap pracy polegaª

na dokonaniu pewnych uproszcze« modelowych i wyprowadzeniu równa« ruchu obu

ukªadów z uwzgl¦dnieniem wery�kowanych modeli siªy oporu o±rodka. W kolejnym

kroku nale»y, po pierwsze, wykona¢ identy�kacj¦ wspóªczynników tªumienia poprzez

metody optymalizacyjne, takie jak metoda gradientowa lub metoda najmniejszych

kwadratów. Po drugie, ze wzgl¦du na nieliniowo±¢ proponowanego modelu, niezwy-

kle wa»na jest wery�kacja modelu poprzez porównanie wyników uzyskanych nu-

merycznie i do±wiadczalnie. Ostatnim zadaniem jest rozwi¡zanie analityczne lub

póªanalityczne równa« ruchu bazuj¡cych na zwery�kowanych modelach tªumienia

przy zastosowaniu metody wielu skal w dziedzinie czasu.

Na tle istniej¡cego stanu literatury do elementów nowych zawartych w pracy au-

tor zalicza opracowanie metodyki estymacji parametrów trójparametrowego modelu

siªy oporu o±rodka, w którym porusza si¦ ukªad mechaniczny. Metodyka ta w swojej

cz¦±ci teoretycznej skªada si¦ z klasycznych i opisanych w literaturze modeli, me-

tod i algorytmów, które w sposób autorski zostaªy poª¡czone w jedno kompleksowe

narz¦dzie sªu»¡ce jednemu okre±lonemu celowi. Wartymi odnotowania elementami

tego post¦powania s¡:

• Wyprowadzone z formalizmu Lagrange'a równania ruchu obu ukªadów z siªami

uogólnionymi opisuj¡cymi oddziaªywanie o±rodka i wyra»onymi przez analitycz-

nie obliczone caªki oraz warunki pocz¡tkowe dla ukªadu z wi¦zami niestacjonar-

nymi, sformuªowane na podstawie rachunku impulsów,

• Analiza porównawcza przydatno±ci aproksymacyjnych i interpolacyjnych sche-

matów ró»nicowych do przetwarzania danych pomiarowych,

• Statystyczna ocena warto±ci estymowanych parametrów przeprowadzona przy

zastosowaniu metody najmniejszych kwadratów do minimalizacji bª¦du speªnie-

nia równa« ruchu.

Oryginalnym elementem pracy jest tak»e zaproponowanie uproszczonego modelu

siªy oporu o±rodka ze skªadnikami opisuj¡cymi dyssypacj¦ energii mechanicznej

oraz skªadnikiem proporcjonalnym do przyspieszenia, przedstawiaj¡cym efekt masy
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dodanej, do modelowania ruchu ukªadów mechanicznych w powietrzu. Dodatkowo

autor rozwi¡zaª za pomoc¡ metody wielu skal w dziedzinie czasu dwuwymiarowe

zagadnienie ruchu wahadªa �zycznego, które jest jednym z ukªadów badanych eks-

perymentalnie, uwzgl¦dniaj¡c zarówno opór proporcjonalny do pr¦dko±ci i jej kwa-

dratu, jak i wpªyw dodanej masy. Masa dodana, cho¢ wpªywa zauwa»alnie na ruch

wahadªa, nie powoduje »adnych komplikacji obliczeniowych. Natomiast zawieraj¡cy

warto±¢ bezwzgl¦dn¡ nieznanej funkcji skªadnik modelu proporcjonalny do kwadratu

pr¦dko±ci jest przyczyn¡ trudno±ci natury obliczeniowej w metodzie asymptotycznej.

Na podstawie powy»szych, teza pracy brzmi nast¦puj¡co: Proponowane metody

eksperymentalnego wyznaczania parametrów modelu siªy oporu o±rodka daj¡ pod-

stawy do szerokiej analizy zachowania ukªadu mechanicznego opartej o realistyczne

dane.

Praca skªada si¦ z dziesi¦ciu rozdziaªów. W rozdziale drugim przedstawiono pod-

stawowe modele oporu o±rodka, które s¡ stosowane w dalszej cz¦±ci pracy. Wypro-

wadzono wzór okre±laj¡cy siª¦ oporu o±rodka, w którym ta siªa jest sum¡ trzech

skªadników: proporcjonalnego do pr¦dko±ci, proporcjonalnego do kwadratu pr¦dko-

±ci oraz proporcjonalnego do przyspieszenia. Ostatni z nich opisuje pojawienie si¦

efektu masy dodanej.

Rozdziaª trzeci zawiera krótki opis zagadnie« odwrotnych, do grupy których za-

licza si¦ identy�kacja parametrów modelu siªy oporu przedstawiona w dalszej cz¦±ci

pracy. W rozdziale skupiono si¦ na przedstawieniu problemów, które mo»na napotka¢

w trakcie rozwi¡zywania tygo typu problemów.

W rozdziale czwartym opisano podstawowe zaªo»enia modelowe oraz przedsta-

wiono wyprowadzenie równa« ruchu wahadªa �zycznego w ruchu pªaskim i w ru-

chu przestrzennym z ruchomym punktem zawieszenia. Zapisuj¡c energi¦ kinetycz-

n¡ i potencjaln¡ ukªadu oraz model tªumienia o±rodka, który zostaª przedstawiony

w rozdziale drugim, a nast¦pnie stosuj¡c równania Lagrange'a drugiego rodzaju, wy-

prowadzono równania ruchu dla obu ukªadów. Cz¦±ci rozdziaªu po±wi¦cone ka»demu

z ukªadów zako«czone s¡ sformuªowaniem zagadnie« pocz¡tkowych. Zagadnienia te

zostaªy sformuªowane tak»e w postaci bezwymiarowej.

Rozdziaª pi¡ty po±wi¦cony jest opisowi stanowisk pomiarowych i wykonanych

eksperymentów. Ruch pªaski pojedynczego wahadªa �zycznego rejestrowano przy

pomocy szybkiej kamery Photron, a ruch przestrzenny pojedynczego wahadªa �-

zycznego z ruchomym punktem zawieszenia rejestrowany byª za pomoc¡ systemu

BTS SMART.

W kolejnym rozdziale przedstawiono wyniki identy�kacji parametrów modeli si-
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ªy oporu w ruchu pªaskim wahadªa. Zastosowano metod¦ bisekcji, metod¦ bisekcji

uzupeªnion¡ o ekstrapolacj¦ tendencji spadku oraz optymalizacyjn¡ metod¦ gradien-

tow¡. Identy�kacj¦ t¦ wykonano dla modelu z tªumieniem wiskotycznym, nast¦pnie

z wiskotycznym i z proporcjonalnym do kwadratu pr¦dko±ci oraz ostatecznie dla

modelu uwzgl¦dniaj¡cego dodatkowo skªadnik zwi¡zany efektem masy dodanej. Dla

ka»dego przypadku obliczono normy zde�niowane jako odlegªo±¢ pomi¦dzy rozwi¡-

zaniem numerycznym równa« modelu i i warto±ciami zmierzonymi. Ka»dy z pod-

rozdziaªów ko«czy si¦ przedstawieniem wyników identy�kacji w formie tabeli.

W rozdziale siódmym przedstawiono wyniki estymacji warto±ci wspóªczynników

modelu siªy oporu z trzema skªadnikami (proporcjonalnym do pr¦dko±ci, kwadratu

pr¦dko±ci oraz do przyspieszenia). Identy�kacja ta polega na takim doborze wspóª-

czynników modelu siªy oporu, aby minimalizowany metod¡ najmniejszych kwadra-

tów bª¡d speªnienia równa« ruchu byª najmniejszy. Po zastosowaniu aproksyma-

cyjnych schematów ró»nicowych (pozwalaj¡cych wyznaczy¢ pr¦dko±¢ i przyspiesze-

nie k¡towe) dokonano oszacowania otrzymanych parametrów. Na ko«cu rozdziaªu

umieszczono tabel¦, w której przedstawionio wyniki identy�kacji.

Rozdziaª ósmy dotyczy identy�kacji parametrów tªumienia oraz ich analizy sta-

tystycznej dla modelu ruchu przestrzennego wahadªa z ruchomym punktem zawie-

szenia. W rozwa»aniach skupiono si¦ na modelu uwzgl¦dniaj¡cym trzy parametry �

tak jak w zagadnieniu ruchu wahadªa pªaskiego.

W rozdziale dziewi¡tym otrzymano rozwi¡zanie zagadnienia pocz¡tkowego dla

ruchu wahadªa pªaskiego metod¡ wielu skal w dziedzinie czasu. Wyniki te stanowi¡

kolejne porównanie dla rezultatów otrzymanych metodami numerycznymi i do±wiad-

czalnymi.

Ostatni rozdziaª stanowi podsumowanie rozprawy. Wskazano te» potencjalne kie-

runki dalszych prac opartych na dotychczasowych rezultatach.

Prac¦ ko«czy wykaz literatury oraz trzy dodatki. W dodatku A przedstawiono

analityczne obliczenia momentów bezwªadno±ci pr¦ta dla zagadnienia ruchu pªaskie-

go i dla zagadnienia z ruchomym punktem zawieszenia. Dodatek B opisuje szczegó-

ªowo optymalizacyjn¡ metod¦ gradientow¡ stosowan¡ do identy�kacji parametrów

w rozdziale szóstym. W dodatku C zamieszczono analityczne obliczenia dla caªek

z funkcji niewymiernych, które dotycz¡ modelu oporu o±rodka dla zagadnienia ruchu

przestrzennego wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia.





2. Wybrane modele oporu o±rodka

Fakt, »e rzeczywiste ciaªa poruszaj¡ si¦ zazwyczaj nie w pró»ni, lecz w otaczaj¡-

cym je pªynie, ma wpªyw na ich ruch. Natura oddziaªywa« pomi¦dzy pªynem i po-

ruszaj¡cym si¦ w nim ciaªem jest bardzo zªo»ona, nawet gdy ciaªo traktuje si¦ jako

sztywne. W miar¦ dokªadny opis oddziaªywa« daj¡ równania Naviera-Stokesa. Ich

implementacja poci¡ga za sob¡ du»¡ komplikacj¦ modelu matematycznego i wymaga

stosowania zaawanasowanych metod numerycznych w celu znalezienia rozwi¡zania

konkretnego problemu. Z tego powodu w zagadnieniach in»ynierskich nierzadko po-

mija si¦ wpªyw otaczaj¡cego o±rodka na ruch ciaª, co mo»e prowadzi¢ do wniosków

niezgodnych z do±wiadczeniem.

Alternatyw¡ s¡ uproszczone modele oddziaªywa« oparte na przesªankach wynika-

j¡cych z rozwi¡za« analitycznych równa« Naviera-Stokesa sªusznych w szczególnych

warunkach oraz z do±wiadczenia. Przykªadem takiego podej±cia s¡ modele oparte na

wzorze Stokesa. Wzór Stokesa, sªuszny dla opªywów z niewielk¡ liczb¡ Reynoldsa,

okre±la siª¦ oporu dziaªaj¡c¡ na kul¦ o promieniu r opadaj¡c¡ powoli w nie±ci±liwym

pªynie o lepko±ci µ. Siªa ta wyra»a si¦ wzorem

F⃗ = −6πrµv⃗, (2.1)

gdzie v⃗ jest pr¦dko±ci¡ kuli [20, 70, 98].

W przypadku ciaª o ksztaªtach innych ni» kulisty i poruszaj¡cych si¦ z niewiel-

k¡ pr¦dko±ci¡ siªa oddziaªywania o±rodka mo»e by¢ przybli»ona wzorem b¦d¡cym

uogólnieniem wzoru Stokesa, zgodnie z którym:

F⃗ = −µÂv⃗, (2.2)

gdzie Â jest symetrycznym tensorem drugiego rz¦du [20, 85]. Ze wzoru (2.2) wynika,

»e kierunek siªy, z jak¡ o±rodek dziaªa na ciaªo, w ogólnym przypadku nie pokrywa

si¦ z kierunkiem pr¦dko±ci ciaªa.

Landau i Lifszyc [49], rozwa»aj¡c ruch pewnych ciaª (kuli, tarczy, pªaszczyzny)

wykonuj¡cych post¦powy ruch drgaj¡cy w lepkim i nie±ci±liwym pªynie, wyznaczyli

w sposób analityczny siª¦ oddziaªywania pªynu na te ciaªa. Charakterystyczne jest

to, »e siªa ta w ka»dym z rozwa»anych przypadków zawiera skªadnik proporcjonalny

do pr¦dko±ci i skªadnik proporcjonalny do przyspieszenia, co mo»na zapisa¢ nast¦-

puj¡co:

F⃗ = −β̂1v⃗ − β̂2a⃗, (2.3)



gdzie β̂1 i β̂2 s¡ wspóªczynnikami zale»nymi od ksztaªtu i wymiarów opªywanego ciaªa

oraz od wªa±ciwo±ci �zycznych pªynu, takich jak g¦sto±¢ i lepko±¢. Skªadnik siªy F⃗

proporcjonalny do pr¦dko±ci jest zwi¡zany z dyssypacj¡ energii mechanicznej ciaªa

i z tego powodu nazywany jest siª¡ dyssypatywn¡. Drugi skªadnik, proporcjonalny

do przyspieszenia, nie ma wpªywu na proces rozpraszania energii mechanicznej. Ta

cz¦±¢ siªy oporu o±rodka nazywana jest siª¡ inercjaln¡.

Model siªy dyssypatywnej proporcjonalnej do pr¦dko±ci ruchu ciaªa sprawdza

si¦ w przypadku opªywu z maª¡ pr¦dko±ci¡ maj¡cego charakter laminarny. Gdy

pr¦dko±¢ ruchu jest du»a, to opªyw staje si¦ turbulentny, a liniowy model siªy dyssy-

patywnej przestaje by¢ adekwatny. W takich warunkach du»¡ zgodno±¢ z wynikami

do±wiadczalnymi daj¡ modele siªy dyssypatywnej zawieraj¡ce wyraz proporcjonal-

ny do kwadratu pr¦dko±ci i ewentualnie wyrazy proporcjonalne do wy»szych pot¦g

warto±ci wektora pr¦dko±ci. Siª¦ dyssypatywn¡ w takich modelach mo»na zapisa¢

nast¦puj¡co:

F⃗D = −
(
c0 + c1v + c2v

2 + ...
) v⃗
v
, (2.4)

gdzie v = |v⃗|, {ci}∞i=0 s¡ dodatnimi wspóªczynnikami niezale»nymi od warto±ci v

wektora pr¦dko±ci.

Naturalnie zakªadamy, »e wspóªczynnik c0 jest równy zero, poniewa» na zanu-

rzone ciaªo nieruchome nie dziaªa siªa oporu. Modeluj¡c interakcje mi¦dzy ciaªem

a powietrzem, we¹miemy pod uwag¦ tylko dwa skªadniki rozwini¦cia (2.4). Wobec

tego siª¦ dyssypatywn¡ F⃗D dziaªaj¡c¡ na ukªad mo»na zapisa¢ w postaci

F⃗D = −
(
c1v + c2v

2
) v⃗
v
, (2.5)

gdzie c1 oraz c2 s¡ dodatnimi, wymiarowymi wspóªczynnikami tªumienia odpowia-

daj¡cymi dwóm rozwa»anym skªadowym siªy dyssypatywnej: proporcjonalnej do

pr¦dko±ci � c1 i proporcjonalnej do kwadratu pr¦dko±ci � c2, a znak minus oznacza,

»e siªa dziaªa w kierunku przeciwnym do kierunku pr¦dko±ci [50].

Model z tªumieniem wiskotycznym, tzn. uwzgl¦dniaj¡cy tylko skªadnik siªy dys-

sypatywnej proporcjonalnej do pr¦dko±ci, jest najprostszy i cz¦sto jest stosowany

w analizie drga«, gdy» nie prowadzi do nieliniowo±ci i trudno±ci obliczeniowych. Mo-

del ten jest cz¦sto u»ywany do przybli»enia bardziej zªo»onych rodzajów tªumienia

wewn¦trznego i zewn¦trznego [6, 10, 27]. Równie» w wi¦kszo±ci podr¦czników me-

chaniki klasycznej [33, 89, 90] omawiane s¡ jedynie przypadki zawieraj¡ce tªumienie

wiskotyczne.

Oddziaªywania mi¦dzy drgaj¡cymi ciaªami a powietrzem obejmuj¡, oprócz siªy

zale»nej od pr¦dko±ci i powoduj¡cej czysty efekt rozproszenia energii, równie» siª¦

26



proporcjonaln¡ do przyspieszenia [50, 72]. Ta ostatnia, zwana siª¡ inercjaln¡ F⃗I ,

jest zwi¡zana z koncepcj¡ masy dodanej stosowan¡ w hydromechanice [82]. Siªa

inercjalna mo»e by¢ przedstawiona w nast¦puj¡cej postaci:

F⃗I = −CaV̂ ρa⃗, (2.6)

gdzie Ca oznacza wspóªczynnik siªy oporu inercjalnego, ρ jest g¦sto±ci¡ pªynu oraz

V̂ to obj¦to±ci¡ ciaªa, a⃗ jest natomiast przyspieszeniem, a⃗ = ˙⃗v.

Zgodnie z równaniem Morisona skªadnik zwi¡zany z elementarn¡ siª¡ bezwªad-

no±ci mo»na przedstawi¢ jako [49]

F⃗I = −caa⃗, (2.7)

gdzie ca = CaV̂ ρ jest staªym i wymiarowym wspóªczynnikiem tªumienia odpowia-

daj¡cym skªadowej siªy oporu proporcjonalnej do przyspieszenia. Ostatni skªadnik

tªumienia cz¦sto pojawia si¦ w zagadnieniach hydrodynamiki i w analizie dyna-

micznej konstrukcji morskich, gdzie caªkowita siªa fali dziaªaj¡ca na zanurzone ciaªo

obejmuje zarówno siªy oporu jak i siªy bezwªadno±ci.

Ostatecznie bior¡c pod uwag¦ (2.5) oraz (2.7), otrzymujemy nast¦puj¡cy wzór

na siª¦ oporu o±rodka:

F⃗ = −
((
c1v + c2v

2
) v⃗
v
+ caa⃗

)
(2.8)

uwzgl¦dniaj¡cy trzy parametry tªumienia c1, c2 i ca. Model zapisany w tej postaci

b¦dzie zastosowany do okre±lenia siª oddziaªuj¡cych na elementy ukªadów mecha-

nicznych rozwa»anych w dalszej cz¦±ci pracy.





3. Zagadnienia identy�kacji

Dla zagadnie« mechaniki i innych problemów in»ynierskich tworzy si¦ modele

matematyczne, które w uproszczony sposób opisuj¡ zjawiska wyst¦puj¡ce w rze-

czywisto±ci. Modele te z reguªy maj¡ charakter równa« ró»niczkowych, caªkowych

lub ró»niczkowo-caªkowych. Dodatkowym istotnym elementem przy tworzeniu mo-

delu jest okre±lenie ksztaªtu i wymiarów rozpatrywanego obszaru zagadnienia oraz

zde�niowanie warunków brzegowych, które opisuj¡ to, co dzieje si¦ w ka»dej chwili

czasowej na brzegach obszaru, i warunków pocz¡tkowych, które opisuj¡ pocz¡tkowy

stan modelowanego obiektu. Innym wa»nym elementem modelu matematycznego

jest okre±lenie wªasno±ci �zycznych materii wypeªniaj¡cej obszar, a tak»e sformu-

ªowanie wewn¦trznych i zewn¦trznych ¹ródeª wpªywaj¡cych na proces rozwa»any

w modelowanym problemie. W przypadku gdy wszystkie informacje dotycz¡ce ma-

tematycznego modelu s¡ znane, mamy do czynienia z zagadnieniem bezpo±rednim

(prostym). Taki problem jest zagadnieniem dobrze postawionym w sensie Hadamar-

da, tzn. jego rozwi¡zanie istnieje, jest jednoznaczne oraz stabilne [34].

Obok problemów prostych rozwa»a si¦ zagadnienia odwrotne. Pod okre±leniem

�odwrotne� rozumie si¦ zadania, w których opis matematyczny jest niekompletny,

np. nieznany jest obszar, w którym zachodzi badane zjawisko, brakuje peªnej in-

formacji o warunkach brzegowych, warunkach pocz¡tkowych lub te» nieznane s¡

warto±ci liczbowe pewnych parametrów opisuj¡cych na przykªad wªa±ciwo±ci �zycz-

ne materii. Zadania odwrotne nale»¡ do tak zwanych ¹le postawionych problemów,

co powoduje, »e uzyskanie efektywnych rozwi¡za« jest mo»liwe pod warunkiem, i»

dysponujemy dodatkowymi informacjami zwi¡zanymi z przebiegiem modelowanego

procesu, np. znamy rozwi¡zanie w pewnych punktach rozpatrywanego obszaru lub

znamy rozwi¡zanie w pewnych chwilach czasowych. Cz¦sto jednak takie problemy s¡

nierozwi¡zywalne lub mog¡ mie¢ wi¦cej ni» jedno rozwi¡zanie. Istnienie rozwi¡zania

jest pierwszym warunkiem Hadamarda, aby problem byª dobrze postawiony.

Drugim istotnym warunkiem jest jednoznaczno±¢ rozwi¡zania. Je»eli posiadane

dane nie gwarantuj¡, »e istnieje jedno rozwi¡zanie, to mo»na ponownie wykona¢

eksperyment i uzyska¢ nowe dane, które mo»na porówna¢ z danymi poprzednimi.

Innym sposobem jest otrzymanie dodatkowych danych rozszerzaj¡cych informacje

o procesie lub ograniczenie zakresu stosowalno±ci rozwi¡zania.



Najbardziej delikatnym i najtrudniejszym do speªnienia i wykazania jest warunek

stabilno±ci. W wyniku eksperymentu uzyskuje si¦ wyniki, które zostaªy zmierzone

z pewn¡ dokªadno±ci¡. Dodatkowo cz¦sto stosuje si¦ operacje wygªadzania danych.

Wszystkie te czynno±ci powoduj¡, »e pocz¡tkowy bª¡d zaokr¡gle« podczas pomiarów

zostaje silnie wzmocniony i rozwi¡zanie mo»e znacz¡co odbiega¢ od rozwi¡zania

dokªadnego.

Zagadnienia odwrotne rozwi¡zuje si¦ mi¦dzy innymi za pomoc¡ metod optyma-

lizacji, w których poszukuje si¦ minimum lub maksimum pewnej funkcji celu. Dobór

metody optymalizacji mo»e rzutowa¢ na wyznaczone rozwi¡zanie w tym sensie, »e

nie ma gwarancji, »e jest to rozwi¡zanie optymalne.

Problemy istnienia, jednoznaczno±ci i stabilno±ci rozwi¡zania uwidaczniaj¡ si¦

jeszcze bardziej, gdy w zagadnieniu odwrotnym brakuje wi¦cej ni» jednej informacji.

W przypadku poszukiwania adekwatnego modelu tªumienia dla ukªadu mechanicz-

nego mo»e wyst¦powa¢ kilka wspóªczynników, których warto±ci nie znamy. Przykªa-

dem mo»e by¢ siªa oporu opisana równaniem (2.8), w której wyst¦puj¡ trzy nieznane

wspóªczynniki: c1, c2 oraz ca. Taki problem odwrotny powoduje, »e rozwi¡zanie po-

szukiwane jest w przestrzeni trójwymiarowej. W szczególnych przypadkach, w któ-

rych uwzgl¦dnia si¦ wi¦cej skªadników rozwini¦cia w szereg pot¦gowy (2.4), mo»na

otrzyma¢ zagadnienie n-wymiarowe. Takie problemy odwrotne nale»¡ do grupy za-

gadnie« identy�kacji wªa±ciwo±ci materiaªów (zagadnienia wspóªczynnikowe).

W literaturze, oprócz zagadnienia identy�kacji wªasno±ci materiaªowych, rozpa-

truje si¦ równie» zagadnienia: okre±lania ksztaªtu obszaru, identy�kacji warunków

brzegowych lub pocz¡tkowych oraz identy�kacji ¹ródeª, siª i wymusze« kinematycz-

nych [21].



4. Model matematyczny ruchu wahadªa

�zycznego

4.1. Model ruchu wahadªa w ruchu pªaskim

Symboliczny j¦zyk matematyki jest podstawowym narz¦dziem do przedstawie-

nia ró»nych zagadnie« in»ynierskich. D¡»y si¦, aby ka»dy rozwa»any problem byª

jak najlepiej przybli»ony za pomoc¡ j¦zyka matematyki. Taki proces nazywa si¦

modelowaniem matematycznym.

W zagadnieniach mechaniki niezb¦dnymi elementami w modelowaniu matema-

tycznym s¡ równania ruchu opisuj¡ce zachowanie ukªadu w dowolnej chwili czaso-

wej, równania przedstawiaj¡ce siªy dziaªaj¡ce na ukªad oraz warunki pocz¡tkowe.

Do wyprowadzenia równa« ruchu ukªadu mechanicznego1 mog¡ posªu»y¢ równania

Lagrange'a drugiego rodzaju postaci

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= Qqi , i = 1, 2, ..., s, (4.1)

gdzie L jest funkcj¡ Lagrange'a , qi oznacza wspóªrz¦dne uogólnione, q̇i s¡ pr¦dko±cia-

mi uogólnionymi, Qqi oznacza uogólnion¡ siª¦ przypisan¡ wspóªrz¦dnej uogólnionej

qi, której ¹ródªem s¡ siªy niepotencjalne, a s jest liczb¡ stopni swobody ukªadu.

Funkcja Lagrange'a L jest wyra»ona w nast¦puj¡cy sposób:

L = T − V, (4.2)

gdzie T jest energi¡ kinetyczn¡ ukªadu wzgl¦dem nieruchomego ukªadu odniesienia,

a V oznacza energi¦ potencjaln¡ siª zachowawczych lub potencjaª siª potencjalnych.

Rozwa»my wahadªo �zyczne przedstawione na Rys. 4.1. Skªada si¦ ono z pr¦ta

o dªugo±ci L oraz masie m, zawieszonego na przegubie walcowym oznaczonym przez

O i b¦d¡cym elementem nieruchomej podpory. Wahadªo ma jeden stopie« swobody,

tj.: s = 1, a jego poªo»enie mo»na jednoznacznie opisa¢ za pomoc¡ k¡ta φmierzonego

przeciwnie do ruchu wskazówek zegara od pionowej osi y. Zatem ukªad ma jedn¡

wspóªrz¦dn¡ uogólnion¡ q1 = φ(t), a pr¦dko±¢ uogólniona wyra»ona jest przez q̇1 =

φ̇(t).

1 Pod poj¦ciem ukªadu mechanicznego rozumiemy w tej pracy ukªad zªo»ony z bryª sztywnych

i punktów materialnych



O
x

y

L,m

A

φ

M(t)

Rysunek 4.1. Wahadªo �zyczne

Energia kinetyczna wahadªa �zycznego w ruchu obrotowym wzgl¦dem nierucho-

mego ukªadu odniesienia Oxy jest nast¦puj¡cej postaci:

T =
1

2
I0φ̇

2, (4.3)

gdzie IO jest momentem bezwªadno±ci pr¦ta wzgl¦dem osi prostopadªej do pªaszczy-

zny ruchu i przechodz¡cej przez punkt O. Energia potencjalna siª grawitacji mo»e

by¢ zapisana jako

V = −1

2
mgL cosφ, (4.4)

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Podstawiaj¡c (4.3) oraz (4.4) do (4.2), otrzy-

mamy

IOφ̈+
1

2
mgL sinφ = Qφ, (4.5)

gdzie Qφ jest siª¡ uogólnion¡ przypisan¡ wspóªrz¦dnej φ. Skªada si¦ ona z dwóch

skªadników

Qq1 = Qφ = Q(1)
φ +Q(2)

φ , (4.6)

gdzie Q(1)
φ jest siª¡ spowodowan¡ oporem o±rodka, a Q(2)

φ jest siª¡ zwi¡zan¡ z wymu-

szeniem.

Wprowad¹my zmienn¡ lokaln¡ r mierzon¡ wzdªu» osi pr¦ta od punktu zawie-

szenia wahadªa O, jak pokazano na Rys. 4.2. Wektor wodz¡cy r⃗, pr¦dko±¢ v⃗ oraz

przyspieszenie a⃗ in�nitezymalnego elementu dr wahadªa mo»na przedstawi¢ w na-

st¦puj¡cy sposób:

r⃗ = r(cos φ⃗i+ sinφj⃗), (4.7)

v⃗ =
dr⃗

dt
= rφ̇(cosφj⃗ − sin φ⃗i), (4.8)

a⃗ =
dv⃗

dt
= (−rφ̈ sinφ− rφ̇2 cosφ)⃗i+ (rφ̈ cosφ− rφ̇2 sinφ)⃗j, (4.9)
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Rysunek 4.2. In�nitezymalny element wahadªa

gdzie i⃗ oraz j⃗ s¡ wersorami globalnego ukªadu wspóªrz¦dnych Oxy.

Uogólniona siªa spowodowana oporem powietrza dziaªaj¡ca na niesko«czenie ma-

ª¡ cz¦±¢ wahadªa jest przedstawiona wzorem

dQ(1)
φ = dF⃗ · dr⃗

dφ
. (4.10)

Zgodnie z (2.8), elementarna siªa oporu powietrza jest równa

dF⃗ = −
((
c1v + c2v

2
) v⃗
v
+ caa⃗t

)
dr, (4.11)

gdzie dr jest dªugo±ci¡ in�nitezymalnego elementu pr¦ta, natomiast a⃗t oznacza skªa-

dow¡ styczn¡ przyspieszenia, która przyjmuje posta¢

a⃗t = rφ̈(cosφj⃗ − sin φ⃗i). (4.12)

Obliczaj¡c pochodn¡ wektora wodz¡cego wzgl¦dem wspóªrz¦dnej uogólnionej, otrzy-

mamy
dr⃗

dφ
= r(cosφj⃗ − sin φ⃗i). (4.13)

Niech e⃗t b¦dzie wektorem jednostkowym prostopadªym do osi pr¦ta zorientowanym

zgodnie ze wzrostem k¡ta φ. Zarówno pr¦dko±¢, jak i skªadowa styczna przyspie-

szenia punktów wahadªa zmieniaj¡ si¦ liniowo wzdªu» osi pr¦ta i mo»na je zapisa¢

w nast¦puj¡cy sposób:

v⃗ = ωre⃗t, (4.14)

a⃗t = εre⃗t, (4.15)

gdzie pr¦dko±¢ k¡towa ω i przyspieszenie k¡towe ε s¡ równe ω = φ̇, ε = φ̈. Warto±¢

wektora pr¦dko±ci jest równa

v = |ω|r = |φ̇|r. (4.16)
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Podstawiaj¡c (4.8) i (4.12) do (4.11), otrzymamy

dF⃗ = −
(
(c1 + c2v) rφ̇(cosφj⃗ − sin φ⃗i) + carφ̈(cosφj⃗ − sin φ⃗i)

)
dr. (4.17)

Wstawiaj¡c wyra»enia (4.13) i (4.17) do (4.10) dostaniemy wzór na elementarn¡

uogólnion¡ siª¦ wywoªan¡ przez siª¦ dF⃗ w nast¦puj¡cej postaci:

dQ(1)
φ = − ((c1 + c2|φ̇|r) φ̇r + caφ̈r) rdr. (4.18)

W celu okre±lenia caªkowitej uogólnionej siªy pochodz¡cej od siªy oddziaªywania

z o±rodkiem, nale»y scaªkowa¢ lokaln¡ siª¦ dQ(1)
φ na caªej dªugo±ci pr¦ta. Wobec tego

Q(1)
φ = −

∫ L

0

(
(c1 + c2|φ̇|r) φ̇r2 + caφ̈r

2
)
dr. (4.19)

W ten sposób otrzymujemy nast¦puj¡cy wzór na uogólnion¡ siª¦ przedstawiaj¡c¡

opór powietrza dziaªaj¡cy na wahadªo:

Q(1)
φ = −

(
c1
L3

3
φ̇+ c2

L4

4
|φ̇|φ+ ca

L3

3
φ̈

)
. (4.20)

W celu uogólnienia modelu matematycznego zakªadamy, »e na wahadªo w pªasz-

czy¹nie ruchu dziaªa para siª o zwrocie zgodnym z kierunkiem wzrostu wspóªrz¦dnej

φ. Warto±¢ momentu tej pary zmienia si¦ harmonicznie zgodnie z równaniem

M(t) =M0 cos (Ω0t), (4.21)

gdzieM0 jest amplitud¡, a Ω0 cz¦sto±ci¡ wymuszenia harmonicznego. Siªa uogólniona

spowodowana dziaªaniem pary siª jest zatem równa

Q(2)
φ =M0 cos (Ω0t). (4.22)

Wstawiaj¡c (4.20) i (4.22) do równania (4.5) otrzymamy równanie ruchu wahadªa

�zycznego w nast¦puj¡cej postaci:(
Io + ca

L3

3

)
φ̈+ c1

L3

3
φ̇+ c2

L4

4
φ̇ |φ̇|+ 1

2
mgL sinφ =M0 cos (Ω0t). (4.23)

Jest to równanie ró»niczkowe zwyczajne drugiego rz¦du nieliniowe i niejednorodne

o staªych wspóªczynnikach. Równanie (4.23) nale»y uzupeªni¢ warunkami pocz¡tko-

wymi w postaci danej jako

φ(0) = φ0, φ̇(0) = ω0, (4.24)

gdzie φ0 jest pocz¡tkowym wychyleniem wahadªa, ω0 jest jego pocz¡tkow¡ pr¦dko-

±ci¡ k¡tow¡.
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Wprowad¹my jako now¡ zmienn¡ czas bezwymiarowy

τ = ω̂it, (4.25)

gdzie indeks dolny i oznacza, »e warto±¢ referencyjna ω̂i zostanie przedstawiona

w kilku wariantach. Dziel¡c równanie (4.23) przez jednomian 1
2
mgL otrzymamy

6Io + 2caL
3

3mgL
φ̈+

2c1L
2

3mg
φ̇+

c2L
3

2mg
φ̇ |φ̇|+ sinφ =

2M0

mgL
cos (Ω0t). (4.26)

Zgodnie z de�nicj¡ (4.25) i reguª¡ ªa«cuchow¡, mamy

dφ(t)

dt
= ω̂i

dφ(τ)

dτ
,

d2φ(t)

dt2
= ω̂i

2d
2φ(τ)

dτ 2
, (4.27)

wi¦c równanie ruchu wahadªa dla czasu bezwymiarowego przyjmuje posta¢

6Io + 2caL
3

3mgL
ω̂i

2d
2φ(τ)

dτ 2
+

2c1L
2

3mg
ω̂i
dφ(τ)

dτ
+
c2L

3

2mg
ω̂i

2dφ(τ)

dτ

∣∣∣∣dφ(τ)dτ

∣∣∣∣+ sinφ

=
2M0

mgL
cos

(
Ω0τ

ω̂i

)
.

(4.28)

Wspóªczynnik referencyjny ω̂1 okre±limy korzystaj¡c z postulatu

6Io + 2caL
3

3mgL
ω̂1

2 = 1, (4.29)

z którego wynika, »e

ω̂1 =

√
3mgL

6Io + 2caL3
. (4.30)

Wstawiaj¡c wyra»enie (4.30) do równania (4.28), otrzymano pierwszy wariant rów-

nania ruchu wahadªa �zycznego w nast¦puj¡cej postaci bezwymiarowej:

φ̈+ α1φ̇+ α2φ̇|φ̇|+ sinφ = f cos(p1τ), (4.31)

gdzie φ = φ(τ) oraz

α1 =
2c1L

2

3mg
ω̂1, α2 =

c2L
3

2mg
ω̂1

2, f =
2M0

mgL
, p1 =

Ω0

ω̂1

(4.32)

s¡ wielko±ciami bezwymiarowymi, a kropka nad symbolem oznacza ró»niczkowanie

wzgl¦dem zmiennej τ . Równanie (4.31) jest uzupeªnione o warunki pocz¡tkowe

φ(0) = φ0, φ̇(0) =
ω0

ω̂1

. (4.33)
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Równanie (4.31) oraz warunki pocz¡tkowe (4.33) tworz¡ wspólnie bezwymiarowe za-

gadnienie pocz¡tkowe dla ruchu wahadªa �zycznego uwzgl¦dniaj¡ce dwa bezwymia-

rowe wspóªczynniki tªumienia α1 i α2, które odpowiadaj¡ sile oporu proporcjonalnej

do pr¦dko±ci i do kwadratu pr¦dko±ci. Zagadnienie to ma posta¢
φ̈+ α1φ̇+ α2φ̇|φ̇|+ sinφ = f cos(p1τ),

φ(0) = φ0,

φ̇(0) = ω0

ω̂1
.

(4.34)

Równanie (4.28) mo»na równie» sprowadzi¢ do postaci bezwymiarowej pozosta-

wiaj¡c wspóªczynnik oporu ca. Niech teraz

2Io
mgL

ω̂2
2 = 1. (4.35)

St¡d dostaniemy, »e

ω̂2 =

√
mgL

2I0
. (4.36)

Post¦puj¡c analogicznie jak poprzednio otrzymamy drugi wariant zagadnienia po-

cz¡tkowego bezwymiarowego ruchu wahadªa �zycznego uwzgl¦dniaj¡cy trzy wspóª-

czynniki tªumienia. Zagadnienie to jest nast¦puj¡ce:
(1 + βa)φ̈+ β1φ̇+ β2φ̇|φ̇|+ sinφ = f cos(p1τ),

φ(0) = φ0,

φ̇(0) = ω0

ω̂2
,

(4.37)

gdzie

βa =
2caL

2

3mg
, β1 =

2c1L
2

3mg
ω̂2, β2 =

c2L
3

2mg
ω̂2

2, f =
2F0

mgL
, p1 =

Ω0

ω̂
. (4.38)

Bezwymiarowe wspóªczynniki tªumienia β1, β2 i βa odpowiadaj¡ trzem skªadnikom

siª oporu: liniowemu (proporcjonalnemu do pr¦dko±ci), kwadratowemu (proporcjo-

nalnemu do kwadratu pr¦dko±ci) oraz zale»nemu od przyspieszenia (proporcjonal-

nemu do przyspieszenia).

Pomijaj¡c efekty zwi¡zane z siª¡ inercjaln¡ FI , mo»na przyj¡¢, »e βa = 0. Wtedy

zagadnienie (4.37) przyjmuje posta¢
φ̈+ β1φ̇+ β2φ̇|φ̇|+ sinφ = f cos(p1τ),

φ(0) = φ0,

φ̇(0) = ω0

ω̂2
.

(4.39)
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Pomijaj¡c dodatkowo efekty odpowiadaj¡ce sile oporu proporcjonalnej do kwadratu

pr¦dko±ci, mo»na przyj¡¢, »e β2 = 0. Zagadnienie pocz¡tkowe dla ruchu wahadªa

z oporem wiskotycznym przyjmuje najprostsz¡ posta¢
φ̈+ β1φ̇+ sinφ = f cos(p1τ),

φ(0) = φ0,

φ̇(0) = ω0

ω̂2
.

(4.40)

Zagadnienia (4.39) oraz (4.40) wprowadzono w celu porównania ich z modelem (4.37)

przy do±wiadczalnej wery�kacji zagadnienia identy�kacji wspóªczynników opisuj¡-

cych opór o±rodka zgodnie z równaniem (2.8).

4.2. Wahadªo w ruchu przestrzennym z ruchomym punktem

zawieszenia

4.2.1. Równania ruchu

Przedmiotem niniejszego rozdziaªu jest wyprowadzenie równa« ruchu z uwzgl¦d-

nieniem siª oporu o±rodka dla ukªadu pokazanego na Rys. 4.3. Ukªad skªada si¦

z jednorodnego pr¦ta o dªugo±ci L i masie m zawieszonego w punkcie A, który

porusza si¦ znanym ruchem po okr¦gu o promieniu R i ±rodku w pocz¡tku ukªadu

wspóªrz¦dnych Oxyz.

Rysunek 4.3. Wahadªo z ruchomym punktem zawieszenia
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Opisany ruch punktu A jest realizowany w taki sposób, »e pr¦t zostaª zamocowa-

ny za pomoc¡ przegubu kulistego do punktu A tarczy koªowej obracaj¡cej si¦ ze staª¡

pr¦dko±ci¡ ω⃗ wokóª osi pokrywaj¡cej si¦ z osi¡ z ukªadu wspóªrz¦dnych Oxyz. Ukªad

z naªo»onymi wi¦zami niestacjonarnymi ma dwa stopnie swobody s = 2, gdy pr¦t

traktujemy jako element jednowymiarowy o nieistotnych wymiarach poprzecznych.

W celu zde�niowania wspóªrz¦dnych okre±laj¡cych w sposób jednoznaczny poªo-

»enie pr¦ta wprowadzamy ruchomy ukªad wspóªrz¦dnych Ox′y′z′ o osiach równole-

gªych do odpowiednich osi ukªadu Oxyz. Rol¦ tych wspóªrz¦dnych, przyjmowanych

dalej jako wspóªrz¦dne uogólnione, peªni¡ k¡ty skierowane α i β. K¡t α jest k¡tem

mi¦dzy osi¡ Az′ ukªadu Ax′y′z′ i osi¡ pr¦ta. K¡t β zawarty jest mi¦dzy dwiema

pionowymi pªaszczyznami przecinaj¡cymi si¦ wzdªu» osi Az′, z których pierwsza Π1

przechodzi przez prost¡ OA, a druga Π2 zawiera o± AB pr¦ta.

Na rysunku 4.4 zilustrowoano uªo»enie pªaszczyzn Π1 i Π2 oraz pokazano k¡t

obrotu tarczy φ = ωt, gdzie ω jest wspóªrz¦dn¡ pr¦dko±ci k¡towej ω⃗. Miara pomoc-

niczego k¡ta γ speªnia zwi¡zek

β = γ − ωt. (4.41)

Rysunek 4.4. Pªaszczyzny Π1 i Π2 oraz zawarty mi¦dzy nimi k¡t β

Rysunek 4.5 przedstawia widok z doªu, czyli z kierunku osi Oz, ukªadu przed-

stawionego na Rys. 4.3.
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Rysunek 4.5. Widok z doªu (z kierunku osi Oz) na tarcz¦ i pr¦t

Do wyprowadzenia równa« ruchu s¡ pomocne wspóªrz¦dne kartezja«skie (w ukªa-

dzie Oxyz) punktu zawieszenia A oraz ko«ca B wahadªa. Wspóªrz¦dne punktu A

zale»¡ jedynie od k¡ta φ, wi¦c
xA(t) = R cos (ωt),

yA(t) = R sin (ωt),

zA(t) = 0,

(4.42)

gdzie R jest promieniem tarczy, po obwodzie której porusza si¦ punkt zawieszenia.

Mi¦dzy wspóªrz¦dnymi punktu B i wspóªrz¦dnymi uogólnionymi zachodz¡ zwi¡zki
xB(t) = R cos (ωt) + L sinα cos (ωt+ β),

yB(t) = R sin (ωt) + L sinα sin (ωt+ β),

zB(t) = L cosα.

(4.43)

Oznaczmy przez C ±rodek masy pr¦ta. Jego poªo»enie w ukªadzie Oxyz okre±laj¡

wspóªrz¦dne pozostaj¡ce w nast¦puj¡cych zwi¡zkach ze wspóªrz¦dnymi uogólniony-

mi: 
xC(t) = R cos (ωt) + L

2
sinα cos (ωt+ β),

yC(t) = R sin (ωt) + L
2
sinα sin (ωt+ β),

zC(t) =
L
2
cosα.

(4.44)

Kartezja«skie wspóªrz¦dne pr¦dko±ci punktu C otrzymamy poprzez obliczenie po-

chodnych wspóªrz¦dnych tego punktu wzgl¦dem czasu
vxC (t) = −ωR sin (ωt) + L

2
α̇ cosα cos (ωt+ β)− L

2
(ω + β̇) sinα sin (ωt+ β),

vyC (t) = ωR cos (ωt) + L
2
α̇ cosα sin (ωt+ β) + L

2
(ω + β̇) sinα cos (ωt+ β),

vzC (t) = −L
2
α̇ sinα,

(4.45)
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gdzie α̇, β̇ � pr¦dko±ci uogólnione.

Zgodnie z twierdzeniem Koeniga, energia kinetyczna pr¦ta wzgl¦dem nierucho-

mego ukªadu odniesienia Oxyz jest okre±lona nast¦puj¡co:

T =
1

2
mv⃗C · v⃗C +

1

2
ω⃗gl ·

(
ÎC ω⃗gl

)
, (4.46)

gdzie

ÎC =


I0 0 0

0 I0 0

0 0 Iz

 (4.47)

jest centralnym tensorem bezwªadno±ci pr¦ta wzgl¦dem gªównych osi bezwªadno±ci

Cxcyczc, I0 jest natomiast centralnym momentem bezwªadno±ci wzgl¦dem poprzecz-

nej osi gªównej pr¦ta, Iz jest momentem bezwªadno±ci wzgl¦dem osi pr¦ta, a wektor

ω⃗gl jest absolutn¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ wzgl¦dem nieruchomego ukªadu wspóªrz¦d-

nych Oxyz, wyra»on¡ w tym samym ukªadzie Cxcyczc, w jakim zde�niowano tensor

bezwªadno±ci (4.47). Warto±¢ Iz jest o kilka rz¦dów wielko±ci mniejsza od I0, st¡d

w dalszych rozwa»aniach zostanie pomini¦ta, tzn.:

Iz = 0. (4.48)

Osie centralnego gªównego ukªadu bezwªadno±ci pokazano na Rys. 4.3. Pr¦dko±¢

k¡tow¡ ω⃗gl mo»na przedstawi¢ jako sum¦ dwóch pr¦dko±ci k¡towych

ω⃗gl = ω⃗α + ω⃗γ. (4.49)

Pr¦dko±¢ k¡towa ω⃗α zwi¡zana jest z obrotem pr¦ta o k¡t α wokóª osi prostopadªej

do pªaszczyzny Π2. Wektor ω⃗γ przedstawia pr¦dko±¢ k¡tow¡ obrotu o k¡t γ wokóª

osi Az′. Z uwagi na niezale»no±¢ wspóªrz¦dnych uogólnionych pr¦dko±ci k¡towe ω⃗α

i ω⃗γ s¡ niezale»ne.

W ukªadzie Oxyz (albo Ax′y′z′) wektory ω⃗α i ω⃗γ s¡ okre±lone nast¦puj¡co:

ω⃗α = [−α̇ sin γ, α̇ cos γ, 0], (4.50)

ω⃗γ = [0, 0, γ̇]. (4.51)

Wektor pr¦dko±ci k¡towej ω⃗gl w ukªadzie Oxyz, zgodnie z (4.49), ma wspóªrz¦dne

ω⃗gl = [−α̇ sin γ, α̇ cos γ, γ̇] (4.52)

W zwi¡zku z konieczno±ci¡ przedstawienia pr¦dko±ci k¡towej ω⃗gl w ukªadzie gªów-

nych osi bezwªadno±ci pr¦ta, przeprowadzono transformacj¦ jego wspóªrz¦dnych
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z ukªadu Oxyz do ukªadu Cxcyczc. Zwi¡zki transformacyjne mo»na zapisa¢ nast¦-

puj¡co: 
−γ̇ sinα

α̇

γ̇ cosα

 = R2(α) ·R1(γ)


−α̇ sin γ

α̇ cos γ

γ̇

 , (4.53)

gdzie R1(γ) jest macierz¡ obrotu ukªadu wspóªrz¦dnych wokóª osi Az′ o k¡t γ,

a R2(α) jest macierz¡ obrotu ukªadu wspóªrz¦dnych wokóª osi prostopadªej do pªasz-

czyzny Π2 o k¡t α. Macierze te maj¡ posta¢

R1(γ) =


cos γ sin γ 0

− sin γ cos γ 0

0 0 1

 , (4.54)

R2(α) =


cosα 0 − sinα

0 1 0

sinα 0 cosα

 . (4.55)

Po podstawieniu (4.47) oraz (4.53) do (4.46), energia kinetyczna pr¦ta przyjmuje

posta¢

T =
1

2
mv2C +

1

2

(
I0α̇

2 + I0γ̇
2 sin2 α

)
. (4.56)

Stosuj¡c podstawienie γ = β + ωt, dostaniemy

T =
1

2
mv2C +

1

2

(
I0α̇

2 + I0(β̇ + ω)2 sin2 α
)
, (4.57)

gdzie

v2C =
1

8

(
ω2(−L2 cos(2α) + L2 + 8LR sinα cos β + 8R2)

+2L
(
Lα̇2 + sinα · β̇

(
L sinα(β̇ + 2ω) + 4Rω cos β

)
+ 4Rωα̇ cosα sin β

))
.

(4.58)

Energia potencjalna siª ci¦»ko±ci wahadªa wzgl¦dem poziomu odniesienia na

pªaszczy¹nie Oxy jest równa

V = −1

2
mgL cosα, (4.59)

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie.

W celu wyznaczenia uogólnionej siªy spowodowanej oporem o±rodka wprowad¹-

my lokaln¡ wspóªrz¦dn¡ r mierzon¡ wzdªu» osi pr¦ta od punktu zawieszenia A.

Jak pokazano na Rys. 4.6 wspóªrz¦dna ta wskazuje poªo»enie dowolnego punktu
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P ∈ [A,B]. Poªo»enie punktu P na tle caªego ukªadu pokazano na Rys. 4.5. Wspóª-

rz¦dne w ukªadzie Oxyz wektora wodz¡cego r⃗ punktu P pr¦ta mo»na przedstawi¢

w nast¦puj¡cy sposób:
rx(r, t) = R cos (ωt) + r sinα cos (ωt+ β),

ry(r, t) = R sin (ωt) + r sinα sin (ωt+ β),

rz(r, t) = r cosα.

(4.60)

r

drA B

P e
→

AB

Rysunek 4.6. Lokalna wspóªrz¦dna r dowolnego punktu P pr¦ta

Obliczaj¡c pochodn¡ wektora r wzgl¦dem czasu po czasie wekora r⃗, otrzyma-

my kartezja«skie wspóªrz¦dne pr¦dko±ci v⃗(r, t) punktu P pr¦ta oddalonego o r od

punktu A. Maj¡ one posta¢
vx(r, t) = −Rω sin (ωt) + r

(
α̇ cosα cos (ωt+ β)− (ω + β̇) sinα sin (ωt+ β)

)
,

vy(r, t) = Rω cos (ωt) + r
(
α̇ cosα sin (ωt+ β) + (ω + β̇) sinα cos (ωt+ β)

)
,

vz(r, t) = −rα̇ sinα.

(4.61)

Wspóªrz¦dne przyspieszenia a⃗(r, t) otrzymamy obliczaj¡c pochodn¡ pierwszego rz¦-

du pr¦dko±ci v⃗(r, t) wzgl¦dem czasu

ax(r, t) = −Rω2 cos (ωt) + r
(
− α̇2 sinα cos (ωt+ β)− 2α̇(ω + β̇) cosα sin (ωt+ β)

−(ω + β̇)2 sinα cos (ωt+ β) + α̈ cosα cos (ωt+ β)− β̈ sinα sin (ωt+ β)
)
,

ay(r, t) = −Rω2 sin (ωt)− r
(
α̇2 sinα sin (ωt+ β)− 2α̇(ω + β̇) cosα cos (ωt+ β)

+(ω + β̇)2 sinα sin (ωt+ β)− α̈ cosα sin (ωt+ β)− β̈ sinα cos (ωt+ β)
)
,

az(r, t) = −r(α̇2 cosα + α̈ sinα).

(4.62)

Zgodnie z Rys. 4.6, wprowad¹my wersor wektora A⃗B

e⃗AB =
A⃗B

|A⃗B|
= [sinα cos (ωt+ β), sinα sin (ωt+ β), cosα]. (4.63)

Skªadowa wektora pr¦dko±ci v⃗(r, t) w kierunku prostopadªym do osi AB pr¦ta okre-

±lona jest nast¦puj¡cym wzorem

v⃗⊥(r, t) = v⃗(r, t)−
(
v⃗(r, t) · e⃗AB

)
e⃗AB. (4.64)
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Wspóªrz¦dne wektora v⃗⊥(r, t) w ukªadzie Oxyz s¡ nast¦puj¡ce:

v⊥x (r, t) = −Rω sin (ωt)−Rω sin2 α sin β cos (ωt+ β) + rα̇ cosα cos (ωt+ β)

−r(ω + β̇) sinα sin (ωt+ β),

v⊥y (r, t) =
Rω
4

(
3 cos (ωt) + cos (ωt+ 2β)

)
+ Rω

2
cos (2α) sin β sin (ωt+ β)

+rα̇ cosα sin (ωt+ β) + r(ω + β̇) cos (ωt+ β) sinα,

v⊥z (r, t) = − sinα
(
Rω cosα sin β + rα̇

)
.

(4.65)

Moduª |v⃗⊥(r, t)| wektora pr¦dko±ci v⃗⊥(r, t) jest równy

|v⃗⊥(r, t)| =
(
v⃗⊥(r, t) · v⃗⊥(r, t)

) 1
2

=

(
1

4
ω2
(
2r2 + 3R2 + (R2 − 2r2) cos (2α) + 2R sinα(4r cos β +R cos (2β) sinα)

)
+r
(
2Rα̇ω cosα sin β + rα̇2 + β̇ sinα(2Rω cos β + r(2ω + β̇) sinα

)) 1
2

.

(4.66)

Niech a⃗⊥(r, t) oznacza wektor przyspieszenia w kierunku prostopadªym do osi AB

pr¦ta. Wspóªrz¦dne wektora a⃗⊥(r, t) w ukªadzie Oxyz s¡ równe

a⊥x (r, t) = −ω2
(
R cos (ωt) + cos (ωt+ β) sinα(r cos2 α)−R cos β sinα)

)
−2rα̇(ω + β̇) cosα sin (ωt+ β)− rβ̈ sinα sin (ωt+ β)

+r cosα cos (ωt+ β)
(
− β̇ cosα sinα(2ω + β̇) + α̈

)
,

a⊥x (r, t) = ω2
(
−R sin (ωt) + sinα(−r cos2 α +R cos β sinα) sin (ωt+ β)

)
+2rα̇(ω + β̇) cosα cos (ωt+ β) + rβ̈ cos (ωt+ β) sinα

+r cosα sin (ωt+ β)
(
− β̇(2ω + β̇) cosα sinα + α̈

)
,

a⊥x (r, t) = sinα
(
ω2 cosα(R cos β + r sinα) + rβ̇(2ω + β̇) cosα sinα− rα̈

)
.

(4.67)

Siªy uogólnione, których ¹ródªem jest opór powietrza, dziaªaj¡ce na in�nitezy-

malny element pr¦ta AB s¡ zde�niowane nast¦puj¡co:

dQ(1)
α = dF⃗ · dr⃗

dα
, (4.68)

dQ
(1)
β = dF⃗ · dr⃗

dβ
, (4.69)

gdzie elementarna siªa oporu o±rodka F⃗ jest przedstawiona wzorem

dF⃗ = −
(
c1v⃗

⊥(r, t) + c2|v⃗⊥(r, t)|v⃗⊥(r, t) + caa⃗
⊥(r, t)

)
dr. (4.70)

Obliczaj¡c pochodn¡ wektora wodz¡cego in�nitezymalnego elementu pr¦ta wzgl¦-

dem obu wspóªrz¦dnych uogólnionych, otrzymamy

dr⃗

dα
= [r cosα cos (ωt+ β), r cosα sin (ωt+ β),−r sinα], (4.71)
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dr⃗

dβ
= [−r sinα sin (ωt+ β), r cos (ωt+ β) sinα, 0]. (4.72)

Podstawiaj¡c (4.65)-(4.67) do (4.70), a nast¦pnie mno»¡c skalarnie uzyskane wyra-

»enie przez (4.71) i (4.72) odpowiednio, dostaniemy

dQ(1)
α = −(c1 + c2|v⃗⊥(r, t)|)(Rω cosα sin β + rα̇)r

+car
(
ω2 cosα(R cos β + r sinα) + rωβ̇ sin (2α) + rβ̇2 cosα sinα− rα̈

)
dr,

(4.73)

dQ
(1)
β = −(c1 + c2|v⃗⊥(r, t)|)(Rω cos β + rω sinα + rβ̇ sinα)r sinα

−car sinα
(
Rω2 sin β + 2rα̇(ω + β̇) cosα + rβ̈ sinα

)
dr,

(4.74)

gdzie c1, c2 i ca s¡ wspóªczynnikami tªumienia, a moduª |v⃗⊥(r, t)| jest okre±lony wzo-

rem (4.66). W celu okre±lenia caªkowitych siª uogólnionych Q(1)
α i Q(1)

β pochodz¡cych

od siªy oddziaªywania z o±rodkiem, nale»y scaªkowa¢ lokalne siªy dQ(1)
α oraz dQ(1)

β

na caªej dªugo±ci pr¦ta AB

Q(1)
α =

∫
⌢
AB

dQ(1)
α , (4.75)

Q
(1)
β =

∫
⌢
AB

dQ
(1)
β . (4.76)

Wspóªrz¦dne uogólnione α, β i ich pochodne przy obliczaniu caªek (4.75)-(4.76)

nale»y traktowa¢ jako parametry.

Stosuj¡c równania Lagrange'a drugiego rodzaju (4.1), otrzymamy równania ru-

chu dla wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia postaci

1

8

(
− 4mω2RL cosα cos β + 4mgL sinα− (4I0 +mL2)ω2 sin (2α)

−(4I0 +mL2)
(
β̇(2ω + β̇) sin (2α)− 2α̈

))
= Q(1)

α ,
(4.77)

1

4
sinα

(
2mω2RL sin β + (4I0 +mL2)

(
2α̇(ω + β̇) cosα + β̈ sinα

))
= Q

(1)
β , (4.78)

gdzie Q(1)
α i Q(1)

β wyra»one odpowiednio s¡ przez (4.75) i (4.76). Jest to ukªad dwóch

równa« ró»niczkowych nieliniowych drugiego rz¦du.

4.2.2. Warunki pocz¡tkowe

Równania ruchu ukªadu, wyprowadzone w rozdziale 4.2.1, obowi¡zuj¡ dla ka»dej

chwili t > 0. Kinematyczne wymuszenie, jakiemu poddawany jest pr¦t, wymaga

opisu przej±cia tarczy, na której znajduje si¦ punkt A, ze stanu spoczynku do ruchu

obrotowego z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω. Wpªyw tego procesu na ruch ukªadu zostanie

uwzgl¦dniony w warunkach pocz¡tkowych zagadnienia.
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Ruch tarczy od chwili startu do dowolnej chwili t > 0 opisuje funkcja

φ(t) = ωtU(t), (4.79)

gdzie U(·) jest funkcj¡ Heaviside'a. Funkcja φ dla t = 0 jest ci¡gªa, ale nie jest

gªadka, gdy»

φ̇(t) = ωU(t) + ωtδD(t), (4.80)

gdzie δD(·) jest dystrybucj¡ Diraca. Bior¡c pod uwag¦, »e iloczyn dystrybucji Diraca

i dowolnej funkcji λ ∈ C∞ jest równy λ(0)δD(t), otrzymamy

φ̇(t) = ωU(t). (4.81)

Wspóªrz¦dne kartezja«skie punktu A w ukªadzie Oxyz, które, uwzgl¦dniaj¡c wzór

(4.81), mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:
xA = R cos (ωtU(t)),
yA = R sin (ωtU(t)),
zA = 0,

(4.82)

s¡ ci¡gªe dla t = 0. Pochodne wzgl¦dem czasu wspóªrz¦dnych xA i yA s¡ równe{
ẋA = −R sin (ωtU(t)) [ωU(t) + ωtδD(t)] = −Rω sin (ωtU(t))U(t),
ẏA = R cos (ωtU(t)) [ωU(t) + ωtδD(t)] = Rω cos (ωtU(t))U(t)

(4.83)

Pochodna ẏA dla t = 0 jest nieci¡gªa, co pokazano na Rys. 4.7b. Nieci¡gªo±¢ φ̇ oraz

ẏA dla t = 0 jest przyczyn¡ tego, »e pr¦dko±ci uogólnione mog¦ by¢ tak»e nieci¡gªe

dla t = 0. Z kolei ci¡gªo±¢ funkcji φ(t), xA(t), yA(t) dla t = 0 zapewnia ci¡gªo±¢

wspóªrz¦dnych uogólnionych w tej chwili.

a) b)

-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t [s]

-1.0

-0.5

0.5

1.0

xA [m]

-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t [s]

-1.0

-0.5

0.5

1.0

yA [m]

Rysunek 4.7. Wykres a) xA(t), b) yA(t) dla ω = 10 rad/s i R = 1 m.
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Rozwa»my ruch ukªadu w przedziale [0, τ), gdzie τ → 0. Równania ruchu mo»na

wyprowadzi¢ z równa« Lagrange'a II rodzaju

d

dt

(
∂L
∂α̇

)
− ∂L
∂α

= Q(1)
α , (4.84)

d

dt

(
∂L
∂β̇

)
− ∂L
∂β

= Q
(1)
β , (4.85)

gdzie t ∈ [0, τ) i L(α, β, α̇, β̇, φ, φ̇). Caªkuj¡c ka»de z równa« (4.84)�(4.85) w prze-

dziale [0, τ) napiszemy∫ τ

0

d

(
∂L
∂α̇

)
dt−

∫ τ

0

∂L
∂α

dt =

∫ τ

0

Q(1)
α dt, (4.86)

∫ τ

0

d

(
∂L
∂β̇

)
dt−

∫ τ

0

∂L
∂β

dt =

∫ τ

0

Q
(1)
β dt. (4.87)

Stosuj¡c wzór Newtona-Leibniza, otrzymamy

∂L
∂α̇

∣∣∣∣∣
τ

0

−
∫ τ

0

∂L
∂α

dt =

∫ τ

0

Q(1)
α dt, (4.88)

∂L
∂β̇

∣∣∣∣∣
τ

0

−
∫ τ

0

∂L
∂β

dt =

∫ τ

0

Q
(1)
β dt. (4.89)

Funkcje ∂L
∂α
, ∂L
∂β
, Q(1)

α , Q(1)
β z uwagi na nieci¡gªo±¢ niektórych z ich argumentów dla

t = 0 mog¡ by¢ tak»e nieci¡gªe, ale jest to nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju, s¡ wi¦c

ograniczone, co zapewnia istnienie caªek. W celu sformuªowania warunków pocz¡t-

kowych dokonujemy przej±cia granicznego τ → 0 po obu stronach ka»dego z równa«

(4.88)�(4.89), otrzymuj¡c

∂L
∂α̇

∣∣∣∣∣
t=0+

− ∂L
∂α̇

∣∣∣∣∣
t=0

= 0, (4.90)

∂L
∂β̇

∣∣∣∣∣
t=0+

− ∂L
∂β̇

∣∣∣∣∣
t=0

= 0, (4.91)

gdy»

lim
τ→0

∫ τ

0

∂L
∂α

dt = 0, lim
τ→0

∫ τ

0

∂L
∂β

dt = 0, lim
τ→0

∫ τ

0

Q(1)
α dt = 0, lim

τ→0

∫ τ

0

Q
(1)
β dt = 0.

(4.92)

Dla funkcji Lagrange'a, która zostaªa okre±lona w rozdziale 4.2.1, równania (4.90)

i (4.91) przyjmuj¡ posta¢

I0α̇(0
+)− I0α̇(0)−

1

4
mL2α̇(0) +

m

16

(
8LRω cos (α(0)) sin (β(0)) + 4L2α̇(0+)

)
= 0

(4.93)
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I0 sin
2 (α(0))

(
ω + β̇(0+)

)
− I0 sin

2 (α(0))β̇(0)− 1

4
mL2 sin2 (α(0))β̇(0)

+
m

16

(
4Lω sin (α(0)) (2R cos (β(0)) + L sin (α(0))) + 4L2 sin2(α(0))β̇(0+)

)
= 0

(4.94)

Wspóªrz¦dne α i β s¡ ci¡gªe, wi¦c warunki pocz¡tkowe dla wspóªrz¦dnych uogólnio-

nych maj¡ posta¢ {
α(0) = α0,

β(0) = β0,
(4.95)

gdzie α0 jest warto±ci¡ k¡ta α w chwili pocz¡tkowej, a β0 � pocz¡tkow¡ warto±ci¡ k¡ta

β. Wielko±ci α̇(0) i β̇(0), które opisuj¡ stan kinematyczny wahadªa w chwili startu

s¡ znane i oznaczymy je odpowiednio symbolami ωα0 oraz ωβ0 . Rozwi¡zuj¡c ukªad

równa« (4.93)�(4.94) ze wzgl¦du na α̇(0+) i β̇(0+), otrzymamy posta¢ warunków

pocz¡tkowych zagadnienia

α̇(0+) = ωα0 − 2mLRω cosα0 sin β0
4I0 +mL2

, (4.96)

β̇(0+) = ωβ0 − ω − 2mLRω cos β0cosecα0

4I0 +mL2
. (4.97)

Funkcja kosekans, wystepuj¡ca w warunku (4.97) jest odwrotno±ci¡ sinusa. W zwi¡z-

ku z tym dla α0 = 0 rozwa»any ukªad jest osobliwy. Równania (4.77) i (4.78) oraz

warunki pocz¡tkowe (4.95)�(4.97) tworz¡ zagadnienie pocz¡tkowe ruchu wahadªa

z ruchomym punktem zawieszenia.

4.2.3. Równania ruchu w stanie ustalonym

Wahadªo z poruszaj¡cym si¦ zadanym ruchem punktem zawieszenia i poddane

sile oporu powietrza mo»e osi¡gn¡¢ stan ustalony. W tym stanie praca niestacjo-

narnych wi¦zów jest równa pracy siª oporu, wi¦c energia mechaniczna pozostaje

staªa. Z równa« (4.57)�(4.59) wynika, »e energia mechaniczna wahadªa równa T +V

jest staªa, gdy pr¦dko±ci uogólnione α̇ = 0 i β̇ = 0. W konsekwencji wspóªrz¦dne

uogólnione α(t) i β(t) osi¡gaj¡ w stanie ustalonym staªe warto±ci, które oznaczymy

odpowiednio przez αu i βu, gdzie αu, βu ∈ R. Równania ruchu (4.77) i (4.78) w stanie

ustalonym przyjmuj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢:

1

2
mgL sinαu −

1

2
mω2RL cosαu cos βu −

(
1

2
I0 +

1

8
mL2

)
ω2 sin (2αu) = Q̂(1)

αu
(4.98)

1

2
mω2RL sinαu sin βu = Q̂

(1)
βu
, (4.99)



gdzie Q̂(1)
αu oraz Q̂(1)

βu
oznaczaj¡ caªkowite siªy uogólnione pochodz¡ce od siªy oddzia-

ªywania z o±rodkiem w stanie ustalonym. W Dodatku C przedstawiono analityczne

wzory okre±laj¡ce obie siªy uogólnione dla stanu ustalonego.

48



5. Opis wykonanych eksperymentów

5.1. Stanowiska pomiarowe

Rozdziaª ten jest po±wi¦cony opisowi elementów skªadowych stanowisk pomia-

rowych do badania ruchu pªaskiego oraz przestrzennego wahadªa �zycznego, a tak-

»e przebiegowi eksperymentów i procesom przetwarzania zarejestrowanych danych.

W pierwszej cz¦±ci przedstawiono stanowiska w postaci schematów blokowych oraz

krótko je scharakteryzowano, skupiaj¡c si¦ na opisie elementów wykonawczych, prze-

gubach, sposobie realizacji wymuszenia kinematycznego oraz sterowaniu (w przy-

padku ruchu wahadªa z ruchomym puntkem zawieszenia). Dodatkowo opisano, jak

zrealizowano zawieszenie wahadªa oraz w jaki sposób rejestrowano drgania. W dal-

szej cz¦±ci zaprezentowano, w jaki sposób uzyskano wyniki z eksperymentów oraz

przedstawiono surowe wyniki do±wiadczalne. Ponadto omówiono sposób przetworze-

nia danych do oblicze« numerycznych.

W pierwszym do±wiadczeniu wahadªo �zyczne zostaªo wychylone o pewn¡ war-

to±¢ pocz¡tkow¡ i wprawione w ruch bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej. Ruch wahadªa nie

jest wymuszony i porusza si¦ ono w ustalonej pªaszczy¹nie. Ruch pªaski ukªadu

jest rejestrowany przez kamer¦ o wysokiej cz¦stotliwo±ci, poª¡czon¡ z komputerem

generuj¡cym pliki video (Rys. 5.1).

Rysunek 5.1. Schemat stanowiska pomiarowego przeznaczonego do rejestracji ruchu pªa-

skiego wahadªa �zycznego

Do±wiadczenia dla ka»dego z ukªadów przeprowadzono z wahadªami o ró»nej

dªugo±ci: L ∈ {100, 150, 200, 300} mm. W ka»dym przypadku pr¦t ma ±rednic¦ d = 4



mm i jest wykonany ze stopu aluminiowo-magnezowego (AlMg3). G¦sto±¢ materiaªu

wynosi ρ = 2640 kg/m3.

Przy obliczaniu masy i momentu bezwªadno±ci ukªadu wzgl¦dem punktu za-

wieszania wahadªa uwzgl¦dniono stosunkowo zªo»on¡ geometri¦ ª¡cznika wahadªa.

Szczegóªowe obliczenia przedstawiono w Dodatku A. Parametry dla wszystkich wa-

riantów dªugo±ci wahadªa podano w Tab. 5.1.

Tabela 5.1. Momenty bezwªadno±ci i masa wahadeª o ró»nej dªugo±ci dla ukªadu pªaskiego

L [mm] m× 10−3 [kg] I0 × 10−6 [kg m2]

100 5.115 33.215

150 6.773 81.862

200 8.432 163.2

300 11.75 457.13

Znaj¡c te parametry, pocz¡tkow¡ warto±¢ wychylenia wahadªa, jego poªo»enie w da-

nej chwili czasowej oraz równania ruchu mo»emy identy�kowa¢ wspóªczynniki tªu-

mienia dla ukªadu mechanicznego poruszaj¡cego si¦ ruchem pªaskim.

Ko«ce pr¦tów s¡ gwintowane w celu zamocowania tulei sto»kowych za pomoc¡

nakr¦tek ª¡cz¡cych (Rys. 5.2).

Rysunek 5.2. Fotogra�a wahadªa z dwoma sto»kowymi tulejami i nakr¦tkami

Gªównym przeznaczeniem tulei jest zaci±ni¦cie syntetycznego sznurka peªni¡cego

rol¦ ª¡cznika mi¦dzy pr¦tem a punktem zaczepienia (Rys. 5.3). Nakr¦tki s¡ ponadto

wygodnym miejscem do umieszczania znaczników ±ledzenia (Rys. 5.4). Jak pokazano

na zdj¦ciach, wahadªo jest przymocowane do ramy za pomoc¡ poª¡czenia sznurko-

wego, b¦d¡cego przegubem kulistym, mi¦dzy tulej¡ ko«cówki i tulej¡ przymocowa-

n¡ do wspornika pomocniczego. W celu odpowiedniego do±wietlenia nagrywanego

przez kamer¦ znacznika u»yto lamp halogenowych. Zarejestrowane obrazy zosta-
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Rysunek 5.3. Fotogra�a dwóch sto»kowych tulei poª¡czonych sznurkiem

ªy przetworzone w sposób opisany w nast¦pnych rozdziaªach celem wygenerowania

wspóªrz¦dnych wybranych znaczników wahadªa.

Rysunek 5.4. Wahadªo z dwoma znacznikami na nakr¦tkach

Oczywi±cie, do wykonania wahadªa mo»na u»y¢ innego materiaªu ni» stop alu-

minium, ale dla przedmiotów wykonanych z stosunkowo lekkich materiaªów opór

powietrza odgrywa wi¦ksz¡ rol¦ i ªatwiej dostrzec jego dziaªanie. Najwi¦kszym pro-

blemem przy do±wiadczeniu byªo utrzymanie ruchu w pªaszczy¹nie prostopadªej do

kierunku rejestracji kamery. W celu wery�kacji uzyskanych wyników, zamiast prze-

gubu kulistego, zastosowano przegub walcowy. Wyniki ko«cowe uzyskane dla dwóch

sposobów mocowania pr¦ta nie ró»niªy si¦ istotnie.

W drugim do±wiadczeniu pr¦t zostaª przymocowany do tarczy za pomoc¡ przegu-

bu kulistego (zostaªo zastosowane takie samo rozwi¡zanie konstrukcyjne jak w wy»ej

opisanym przypadku). Punkt zawieszenia wahadªa porusza si¦ po okr¦gu, przy czym

ruch obrotowy tarczy, na której znajduje si¦ przegub, realizuje silnik krokowy ste-
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rowany za pomoc¡ ARDUINO1. Warto doda¢, »e sterowanie silnikiem krokowym

odbywa si¦ za pomoc¡ dodatkowej nakªadki (CNC Shield2). Nakªadka ta wspóª-

pracuje z kolejnym sterownikiem � A49883, który powoduje, »e napisanie programu

staje si¦ du»o ªatwiejsze oraz ogranicza liczb¦ elementów w ukªadzie elektrycznym

sterowania. Steruj¡cy silnikiem program komputerowy reguluje pr¦dko±¢ obrotow¡

tarczy, w taki sposób, aby tarcza osi¡gn¦ªa ustalon¡ pr¦dko±¢ k¡tow¡ w okre±lonym

czasie. Ustalony ruch tarczy skutkuje osi¡gni¦ciem po pewnym czasie ustalonej po-

staci ruchu wahadªa, w której warto±ci wspóªrz¦dnych uogólnionych α i β staj¡ si¦

praktycznie staªe. Wydªu»ony czas rozbiegu ukªadu z ªagodnie rosn¡c¡ pr¦dko±ci¡

k¡tow¡ tarczy zmniejsza czas trwania procesu przej±ciowego drga« wahadªa.

Ruch ukªadu mechanicznego jest rejestrowany przez system analizy ruchu BTS

SMART o maksymalnej cz¦stotliwo±ci próbkowania 500 Hz i rozdzielczo±ci 2048 ×
2048 pikseli. Dokªadno±¢ identy�kacji poªo»enia markerów przy zastosowaniu mak-

symalnej rozdzielczo±ci i cz¦stotliwo±ci próbkowania wynosi poni»ej 0.1 mm. BTS

SMART to zespóª sze±ciu kamer rejestruj¡cy wspóªrz¦dne pasywnych markerów od-

bijaj¡cych promieniowanie podczerwone. W wyniku takiej rejestracji otrzymujemy

wspóªrz¦dne poªo»enia markerów w kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych wygene-

rowanym uprzednio przez system BTS SMART.

Caªy ukªad mechaniczny zamontowany jest na ramie, która mo»e drga¢ pod-

czas eksperymentu. Aby nie bra¢ pod uwag¦ pomiarów zakªóconych w sposób przy-

padkowy drganiami otoczenia, umieszczono na ramie dodatkowy marker kontrolny.

W przypadku, gdy wspóªrz¦dne markera ulegaj¡ zmianie, dana rejestracja ruchu nie

jest brana pod uwag¦.

Rysunek 5.5 przedstawia schemat blokowy stanowiska pomiarowego do rejestro-

wania ruchu wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia. Czerwone punkty na sche-

macie to markery ±ledzone przez kamery systemu BTS SMART.

Metoda rejestracji ruchu przestrzennego jest inna ni» w przypadku ruchu pªa-

skiego. W zwi¡zku z tym zmieniono konstrukcj¦ wahadªa, wprowadzaj¡c pasywne

markery, które s¡ niezb¦dnym elementem rejestracji ruchu 3D za pomoc¡ systemu

1 ARDUINO to platforma, która umo»liwia tworzenie interaktywnych urz¡dze« elektronicz-

nych poprzez programowanie mikrokontrolera i wykorzystanie ró»nych czujników i aktywatorów.
2 CNC Shield to moduª rozszerze«, który umo»liwia sterowanie maszyn¡ wieloosiow¡ za pomo-

c¡ platformy ARDUINO. Umo»liwia podª¡czenie silników krokowych, sterowników silników kroko-

wych i innych elementów niezb¦dnych do budowy i kontroli maszyny wieloosiowej.
3 A4988 to sterownik silników krokowych, który oferuje zaawansowane funkcje sterowania sil-

nikiem krokowym, takie jak ograniczenie pr¡du i zabezpieczenia termiczne. Obsªuguje ró»ne tryby

mikrokrotnego kroku, co oznacza, »e mo»na osi¡gn¡¢ precyzyjne i pªynne ruchy silnika krokowego.
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Rysunek 5.5. Schemat stanowiska pomiarowego do rejestracji ruchu wahadªa z ruchomym

punktem zawieszenia

BTS SMART. Momenty bezwªadno±ci wahadªa przestrzennego wzgl¦dem punktu

zawieszenia przedstawiono w Tabeli 5.2. Szczegóªowe obliczenia przedstawiono w Do-

datku A.

Tabela 5.2. Momenty bezwªadno±ci i masa wahadeª o ró»nej dªugo±ci dla ukªadu z rucho-

mym punktem zawieszenia

L [mm] m× 10−3 [kg] I0 × 10−6 [kg m2]

100 8.627 55.447

150 10.286 127.366

200 11.945 240.759

300 15.262 625.139

Zastosowane w do±wiadczeniu markery maj¡ fabrycznie ksztaªt póªkuli, wi¦c

w celu umocowania ich na pr¦cie wykonano w markerach otwory, które nast¦pnie

nagwintowano. Efekt realizacji tego procesu przedstawiono na Rys. 5.6. Po lewej

stronie fotogra�i widoczne s¡ markery z nagwintowanym otworem, natomiast po

prawej � fabrycznie nowe.

Dodatkowym elementem poprawiaj¡cym jako±¢ rejestracji poªo»enia wahadªa

jest zwi¦kszenie dªugo±ci gwintu, aby na pr¦cie mo»liwe byªo umieszczenie dwóch
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Rysunek 5.6. Fotogra�a markerów przed (prawa strona) i po (lewa strona) wierceniu i gwin-

towaniu otworów

markerów, które po zªo»eniu ze sob¡ tworz¡ kul¦. Podczas rejestracji system BTS

SMART traktuje zª¡czone markery jako jeden, a zwi¦kszenie powierzchni odbija-

j¡cej promieniowanie sprzyja zwi¦kszeniu dokªadno±ci lokalizacji. Na rysunku 5.7

przedstawiono fotogra�e markerów przed i po osadzeniu ich na pr¦cie.

Rysunek 5.7. Fotogra�e pr¦ta i markerów przed (lewa strona) i po (prawa strona) poª¡-

czeniu

W celu zachowania podobnej struktury wahadªa, jak w do±wiadczeniu z ruchem

pªaskim, pozostawiono nakr¦tk¦ oraz tulejk¦ sto»kow¡. Dªugo±¢ gwintu zwi¦kszono

w taki sposób, aby dªugo±¢ wahadªa po doª¡czeniu markerów sferycznych nie ulegªa

zmianie. Miaªo to wpªyw jedynie na warto±¢ momentu bezwªadno±ci.

Kolejnym elementem stanowiska pomiarowego niezb¦dnym do realizacji okre±lo-

nego ruchu punktu zawieszenia wahadªa jest tarcza, która jest ª¡cznikiem pomi¦dzy

silnikiem krokowym, a przegubem wahadªa (Rys. 5.8).

Centralny otwór zostaª wyszlifowany, poniewa» wszelkie niedokªadno±ci jego wy-

konania zakªócaªy zaªo»ony ruch punktu zawieszenia w pªaszczy¹nie poziomej. Po-

zostaªe otwory o mniejszej ±rednicy sªu»¡ jako punkty mocowania pr¦ta na tarczy.

S¡ one nagwintowane, a ich wymiar jest zgodny z wymiarem ko«cówki sto»kowej.
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Rysunek 5.8. Fotogra�a tarczy

Caªo±¢ poª¡czenia przedstawiono na Rys. 5.9. W górnej cz¦±ci fotogra�i mo»na

zauwa»y¢ zastosowany silnik krokowy, a poni»ej jego poª¡czenie z tarcz¡, na której

zawieszono wahadªo.

Rysunek 5.9. Fotogra�a przedstawiaj¡ca sposób zawieszenia pr¦ta na tarczy

Na przeciwlegªym ko«cu pr¦ta zamocowano drugi marker o identycznej budowie.

Podczas pomiarów rejestrowano poªo»enie czterech markerów: dwóch na pr¦cie, jed-

nego na tarczy i jednego na ramie. Marker, który rejestrowaª drgania ramy, umiesz-

czono na ko«cu pionowego pr¦ta o dªugo±ci 300 mm przymocowanego prostopadle

do górnego poziomego boku ramy, tak jak pokazano na Rys. 5.5.
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5.2. Wielko±ci mierzone

Ruch pªaski wahadªa rejestrowano za pomoc¡ kamery o du»ej szybko±ci Photron

1024 PCI. Maksymalna liczba klatek na sekund¦ wynosi 10 000 fps, a maksymalna

rozdzielczo±¢ 1024 × 1024 pikseli. Wi¦kszo±¢ pomiarów przeprowadzono z cz¦sto-

tliwo±ci¡ 250 klatek na sekund¦ i rozdzielczo±ci¡ 1024 × 512 pikseli, co pozwoliªo

na rejestracj¦ ruchu trwaj¡cego okoªo 12 s. Ruch wahadeª o wi¦kszych dªugo±ciach,

tj. 200 i 300 mm, przy wychyleniu pocz¡tkowym przekraczaj¡cym 90o musiaª by¢

rejestrowany w rozdzielczo±ci 1024×1024 pikseli, co skróciªo czas nagrania do okoªo

6 s. Sterowanie ustawieniami kamery oraz procesem akwizycji danych odbywaªo si¦

za pomoc¡ komputera ze specjalistycznym oprogramowaniem. Analiz¦ ruchu, po-

legaj¡c¡ na identy�kacji i ±ledzeniu znacznika umieszczonego na ko«cu pr¦ta oraz

okre±leniu jego poªo»enia na poszczególnych klatkach, przeprowadzono za pomoc¡

aplikacji Photron Motion Tools. K¡t wychylenia wahadªa wyznaczano na podstawie

wspóªrz¦dnych kartezja«skich znacznika i punktu obrotu.

Celem eksperymentów jest rejestracja ruchu wahadªa w szerokim zakresie k¡ta

wychylenia. Skupiono si¦ na czterech pocz¡tkowych kon�guracjach ukªadu:

� pozycja osi wahadªa w pierwszej ¢wiartce ukªadu wspóªrz¦dnych (φ0 okoªo

60o),

� pozycja osi pr¦ta prawie pozioma (φ0 okoªo 90o),

� pozycja osi w drugiej ¢wiartce ukªadu wspóªrz¦dnych (φ0 okoªo 135o),

� pozycja osi prawie pionowa (φ0 okoªo 180o).

Ruch wahadªa byª inicjowany r¦cznie, wi¦c podane wy»ej warto±ci k¡tów wy-

chylenia pocz¡tkowego s¡ jedynie orientacyjne, a ich dokªadne warto±ci obliczone

na podstawie zmierzonych poªo»e« znacznika na pocz¡tku ruchu podano w Tab.

5.3. Tutaj i w dalszych etapach procesu przetwarzania danych wymienione wy»ej

kon�guracje pocz¡tkowe s¡ numerowane za pomoc¡ zmiennej k.

Tabela 5.3. Warto±¢ pocz¡tkowa wychylenia φ0 w radianach i w stopniach

k
L = 100 mm L = 150 mm L = 200 mm L = 300 mm

φ0 [rad] φ0 [deg] φ0 [rad] φ0 [deg] φ0 [rad] φ0 [deg] φ0 [rad] φ0 [deg]

1 0.87438 50.1 1.00364 57.5 1.07763 61.7 1.10298 63.2

2 1.49241 85.5 1.54040 88.3 1.51515 86.8 1.48393 85.0

3 2.39901 137.5 2.34030 134.1 2.43620 139.6 2.32991 133.5

4 2.89977 166.2 2.93902 168.4 2.93776 168.3 2.85811 163.8

Po zapisaniu nagra« na komputerze nale»y wyodr¦bni¢ z nich wektory poªo»enia,
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czyli wspóªrz¦dne kartezja«skie (x, y) charakterystycznego punktu wahadªa. W tym

celu zastosowano oprogramowanie Photron Motion Tools. Po wczytaniu otrzyma-

nego nagrania do programu nale»y wykona¢ kalibracj¦. W wyniku przeprowadzonej

kalibracji wymiar obrazu w pikselach przeliczany jest na wymiar rzeczywisty obiektu

i wyniki pomiarów (poªo»enie ±ledzonego punktu) okre±lone s¡ w wybranej realnej

jednostce miary dªugo±ci. Jako wzorzec do kalibracji sªu»y pr¦t, którego dªugo±¢ jest

znana.

Kolejny krok przetwarzania obrazu polega na zaznaczeniu charakterystycznych

punktów. S¡ to dwie nakr¦tki oraz punkt zaczepienia wahadªa. Na rysunku 5.10

przedstawiono jedn¡ dowolnie wybran¡ klatk¦ nagrania, na której zaznaczono reje-

strowane punkty.

Rysunek 5.10. Charakterystyczne punkty na wybranej klatce nagrania

Za pomoc¡ myszy komputerowej i techniki przeci¡gania nale»y zaznaczy¢ na

obrazie prostok¡tny obszar, którego ±rodek ma by¢ ±ledzony. Na rysunku 5.10 przed-

stawiono dwa takie obszary oznaczone kolorem czerwonym i zielonym. Ka»dy obszar

powinien obj¡¢ caªy znacznik wraz z niewielkim fragmentem jego otoczenia. Pozwa-

la to programowi jednoznacznie odró»ni¢ wskazany obszar na ka»dej klatce �lmu

i ±ledzi¢ ruch jego ±rodka.

Program automatycznie zapisuje wspóªrz¦dne ±rodka zaznaczonego obszaru i czas

liczony od pocz¡tku rejestracji w sekundach dla ka»dej klatki nagrania. Rysunek 5.11

przedstawia poªo»enie nakr¦tki na kolejnych rejestrowanych klatkach.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e »óªty znacznik jest stosunkowo du»y i mo»e si¦ zdarzy¢,

»e ±ledzenie b¦dzie dotyczy¢ punktu na kraw¦dzi nakr¦tki, a nie, jak to jest wyma-

gane, w jej ±rodku. W takiej sytuacji niezb¦dne jest r¦czne skorygowanie lokalizacji
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Rysunek 5.11. Poªo»enie charakterystycznego punktu w kolejnych chwilach czasowych

znacznika od chwili, w której nast¡piª bª¡d. Problem ten wynika z ró»nego poªo»enia

nakr¦tki, tzn. w pewnej chwili znacznik przyjmuje pozycj¦ poziom¡, w innej uko±n¡,

a jeszcze w innej pionow¡. Dodatkowym czynnikiem powoduj¡cym pojawienie si¦

tego problemu jest bliskie poªo»enie wahadªa oraz jego cienia. Punkt zawieszenia

wahadªa zarejestrowano tylko na jednej klatce �lmu, gdy» jego pozycja jest staªa.

Jego wspóªrz¦dne s¡ potrzebne do wyznaczenia ±rodka obrotu.

Du»o ªatwiejszym procesem jest okre±lenie wspóªrz¦dnych kartezja«skich marke-

rów w przypadku ruchu rejestrowanego przez system analizy ruchu BTS SMART.

System ten automatycznie generuje te wspóªrz¦dne przez odczytywanie poªo»enia

markerów. Po uruchomieniu ukªadu i osi¡gni¦ciu stanu ustalonego ruchu wahadªa

nale»aªo wª¡czy¢ proces rejestracji ruchu przez system BTS, a nast¦pnie, po upªywie

okre±lonego czasu, przerwa¢ proces rejestracji. System umo»liwia nagrywanie dªu»ej

trwaj¡cych fragmentów ruchu ni» kamera zastosowana w wy»ej opisanym ekspery-

mencie. Ze wzgl¦du na to, »e badany ukªad porusza si¦ ruchem ustalonym, posta-

nowiono ustawi¢ cz¦stotliwo±¢ rejestracji na 250 Hz i ko«czy¢ nagrywanie po okoªo

30 sekundach. U»ytkownik otrzymuje po krótkiej chwili pliki tekstowe z danymi,

w których zapisane s¡ wspóªrz¦dne poªo»enia pasywnych markerów umieszczonych

w wybranych punktach ukªadu.

W przypadku wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia, wykonuj¡cy ekspe-

ryment ustala pr¦dko±¢ silnika krokowego, tj. warto±¢ ω (patrz wzory (4.77�4.78)).

W Tab. 5.4 przedstawiono warto±ci tych pr¦dko±ci dla poszczególnych dªugo±ci wa-

hadªa.
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Tabela 5.4. Pr¦dko±ci silnika krokowego (ω) dla poszczególnych dªugo±ci wahadªa

k
L = 100 mm L = 150 mm L = 200 mm L = 300 mm

ω [obr/s] ω [obr/s] ω [obr/s] ω [obr/s]

1 3.530 3.530 3.091 2.475

2 2.475 2.475 2.475 1.981

3 1.981 1.981 1.981 1.652

4 1.652 1.652 1.652 1.416

Warto±ci pr¦dko±ci przedstawione w Tab. 5.4 wybierano na podstawie maksy-

malnych mo»liwo±ci zastosowanego nap¦du, to znaczy dla dªugo±ci 200 i 300 mm

silnik krokowy nie byª w stanie ruszy¢ z pr¦dko±ci¡ 3.530 obr/s. Spowodowane byªo

to zbyt du»ym obci¡»eniem silnika. W celu otrzymania najwi¦kszych odchyle« od

stanu równowagi i, co za tym idzie, znacz¡cych wspóªczynników tªumienia, posta-

nowiono wybra¢ mo»liwie du»e warto±ci pr¦dko±ci silnika krokowego. Podobnie jak

w przypadku wahadªa w ruchu pªaskim, uwzgl¦dniono cztery kon�guracje k rozwa-

»anego ukªadu, tym razem zwi¡zane z ró»nymi warto±ciami pr¦dko±ci k¡towej tarczy,

na której znajduje si¦ punkt zawieszenia wahadªa.

5.3. Wst¦pne przetworzenie danych

Niezb¦dnym elementem w realizacji podstawowego zadania wyznaczania warto±ci

wspóªczynników tªumienia jest wst¦pne przetworzenie danych eksperymentalnych.

W niniejszym rozdziale oraz w rozdziale 7.2 opisano, w jaki sposób, dysponuj¡c

wspóªrz¦dnymi poªo»enia markerów, wyznacza si¦ poªo»enie k¡towe wahadªa oraz

jego pr¦dko±¢ i przyspieszenie k¡towe czyli wielko±ci, które wyst¦puj¡ w równaniach

ruchu wahadªa i które s¡ niezb¦dne do identy�kacji modelu tªumienia.

Jednym z podstawowych zagadnie« omawianych w tym rozdziale jest wyzna-

czanie warto±ci k¡tów okre±laj¡cych poªo»enie wahadªa w dwuwymiarowym (dla

wahadªa pªaskiego) oraz trójwymiarowym (dla wahadªa przestrzennego) ukªadzie

wspóªrz¦dnych. W do±wiadczeniu z wahadªem pªaskim na podstawie obrazów zare-

jestrowanych kamer¡ wygenerowano dwa jednowymiarowe wektory x̂(ti) oraz ŷ(ti)

okre±laj¡ce wspóªrz¦dne poªo»enia markera na kolejnych klatkach �lmu. Na rysun-

kach 5.12 i 5.13 przedstawiono oba wektory jako dyskretne funkcje czasu dla wahadªa

o dªugo±ci 100 mm i pocz¡tkowym wychyleniu 60o.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e warto±ci wspóªrz¦dnych wektorów x̂(ti) i ŷ(ti) s¡ mie-
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Rysunek 5.12. Wykres x̂(t) w funkcji czasu dla wahadªa o dªugo±ci 100 mm i pocz¡tkowym

wychyleniu 60o
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Rysunek 5.13. Wykres ŷ(t) w funkcji czasu dla wahadªa o dªugo±ci 100 mm i pocz¡tkowym

wychyleniu 60o

rzone w milimetrach i s¡ przesuni¦te wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych.

Pierwszym etapem przygotowania danych do dalszej analizy jest translacja caªego

procesu do punktu (0, 0) i przeskalowanie do podstawowej jednostki dªugo±ci ukªadu

SI za pomoc¡ nast¦puj¡cych wzorów:

x = (x̂− xO)10
−3, y = (ŷ − yO)10

−3, (5.1)

gdzie (xO, yO) oznacza wspóªrz¦dne punktu zawieszenia wahadªa. Na rysunku 5.14

przedstawiono zale»no±¢ y(x) dla przeskalowanych warto±ci wspóªrz¦dnych, zgodnie

z wzorami (5.1), dla wahadªa o dªugo±ci 100 mm i pocz¡tkowym wychyleniu 60o

(kolor niebieski) oraz okr¡g, po którym porusza si¦ marker wahadªa (kolor czerwony).

�rodek (xO, yO) oraz promie« rm okr¦gu najlepiej dopasowanego do obserwowanego
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toru markera wyznaczono, minimalizuj¡c funkcj¦ postaci

f(xO, yO, rm) =

Nf∑
k=1

(√
(x̂(k)− xO)

2 + (ŷ(k)− yO)
2 − rm

)2

, (5.2)

gdzie Nf oznacza liczb¦ klatek �lmu.
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Rysunek 5.14. Wspóªrz¦dne markera (kolor niebieski) i najlepiej dopasowany okr¡g o ±rod-

ku w punkcie (xO, yO) (kolor czerwony) dla wahadªa o dªugo±ci 100 mm i pocz¡tkowym

wychyleniu 60o

Oznaczmy przez φ warto±¢ k¡ta skierowanego pomi¦dzy osi¡ y, a osi¡ pr¦ta

wahadªa (patrz Rys. 4.1). Warto±¢ tego k¡ta dla k¡tów mniejszych ni» 90o mo»e by¢

obliczona przy zastosowaniu zale»no±ci

φi = arctg

(
xi
yi

)
(5.3)

dla yi ̸= 0, gdzie xi oraz yi s¡ wspóªrz¦dnymi charakterystycznego punktu markera

w i-tej chwili czasowej. Nale»y jednak zwróci¢ uwag¦, »e funkcja arctg przyjmuje

warto±ci z przedziaªu [−π/2, π/2] i z uwagi na ten zakres miara k¡ta w wi¦kszym

przedziale nie jest wyznaczona jednoznacznie. W celu poprawnego okre±lenia war-

to±ci k¡ta φ w przedziale [−π, π], zgodnie z Rys. 5.15, zastosowano zale»no±¢

tg
(φi
2

)
=

xi
yi + L

, (5.4)

gdzie L =
√
x2i + y2i . Wobec tego, warto±¢ k¡ta φ w dowolnej chwili czasowej obli-

czono ze wzoru

φi =


2arctg

(
xi

yi+
√
x2i+y

2
i

)
dla yi ̸= 0,

π
2

dla yi = 0 i xi > 0,

−π
2

dla yi = 0 i xi < 0.

(5.5)
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Rysunek 5.15. Interpretacja geometryczna zale»no±ci (5.5)

Na rysunku 5.16 przedstawiono wykres k¡ta φ wychylenia wahadªa w zale»no±ci

od czasu dla wahadªa o dªugo±ci 100 mm i pocz¡tkowym wychyleniu 60o otrzymany

z wzoru (5.5).

2 4 6 8 10 12
t [s]

-0.5

0.5

φ [rad]

Rysunek 5.16. Wykres k¡ta wychylenia wahadªa w zale»no±ci od czasu dla wahadªa o

dªugo±ci 100 mm i pocz¡tkowym wychyleniu 60o

Dysponuj¡c danymi o wymiarach tarczy, po której porusza si¦ punkt zawieszenia

wahadªa, dªugo±ci wahadªa j = {100, 150, 200, 300}mm i przypisanej do ka»dego wa-

hadªa pr¦dko±ci obrotowej silnika krokowego ωj,k, gdzie k = {1, 2, 3, 4} (patrz Tab.

5.4), mo»na opisa¢ ruch przestrzenny ukªadu mechanicznego wahadªa z ruchomym

punktem zawieszenia. Wiedz¡c, »e silnik obraca si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ ωj,k i odle-

gªo±¢ ±rodka otworu, do którego zostaªo przymocowane wahadªo, od ±rodka tarczy4

4 Warto±¢ R jest staªa dla wszystkich dªugo±ci wahadªa j.
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wynosi R, obliczono wspóªrz¦dne punktu zawieszenia w dowolnej chwili czasowej ti

ze wzorów {
x
(S)
j,k (ti) = R cos (φ0 + ωj,kti)

y
(S)
j,k (ti) = R sin (φ0 + ωj,kti)

, (5.6)

gdzie φ0 [rad] oznacza pocz¡tkow¡ warto±¢ poªo»enia punktu mocowania wahadªa

wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych, któr¡ obliczamy nast¦puj¡co:

φ0 =


2arctg

(
yj,k(0)

R+x
(S)
j,k (0)

)
, dla y(S)j,k (0) ̸= 0,

π
2
, dla y(S)j,k (0) = 0 i x(S)j,k (0) > 0,

−π
2
, dla y(S)j,k (0) = 0 i x(S)j,k (0) < 0.

(5.7)

gdzie x(S)j,k (0) oraz y
(S)
j,k (0) s¡ wspóªrz¦dnymi pocz¡tkowego poªo»enia punktu zawie-

szenia wahadªa odczytanymi z pomiarów dla wahadªa o dªugo±ci j i przypisanej mu

pr¦dko±ci silnika k. Rejestracja ruchu zostaªa wª¡czona, gdy ukªad byª w stanie usta-

lonym, wi¦c warto±¢ φ0 mo»e by¢ dowolna i zale»y od momentu wª¡czenia systemu

BTS SMART.

Na wahadle umieszczono dwa markery, których poªo»enia byªy rejestrowane za

pomoc¡ systemu BTS. Niech PA =
[
x
(1)
j,k , y

(1)
j,k , z

(1)
j,k

]
oznaczaj¡ wspóªrz¦dne markera

poªo»nego na wahadle bli»ej osi obrotu, a PB =
[
x
(2)
j,k , y

(2)
j,k , z

(2)
j,k

]
s¡ wspóªrz¦dnymi

markera umieszczonego przy ko«cu wahadªa wyznaczonymi z pomiarów.

Na Rysunku 5.17 przedstawiono wspóªrz¦dne markerów umieszczonych na wa-

hadle o dªugo±ci j = 150 mm zawieszonego na tarczy poruszaj¡cej si¦ z pr¦dko±ci¡

k = 2 (ω = 2.475 obr/s; patrz Tab. 5.4) w rzucie ortogonalnym z góry na pªaszczy-

zn¦ XY . Rzuty obu punktów le»¡ na okr¦gach o ±rodkach na osi Z ukªadu, co jest

potwierdzeniem, »e ruch wahadªa jest ustalony. Fluktuacje rozmieszczenia punktów

wzgl¦dem okr¦gu o mniejszym promieniu spowodowane s¡ bª¦dami rejestracji sys-

temu BTS. W obszarze, w którym �uktuacje te wyst¦puj¡, marker byª przesªaniany

wzgl¦dem cz¦±ci kamer przez ram¦ stanowiska, wobec czego wyniki podane przez

system s¡ obarczone wi¦kszym bª¦dem. Promienie obu okr¦gów r(1) i r(2) mo»na

obliczy¢, stosuj¡c metod¦ najmniejszych kwadratów do minimalizacji funkcji postaci

fp(r
(p) =

(
N∑
i=1

(√(
x
(p)
j,k(ti)

)2
+
(
y
(p)
j,k (ti)

)2)
−
(
r(p)
)2)2

(5.8)

dla p = 1, 2, gdzie N jest liczb¡ klatek pomiaru.

Niech

ρj,k(ti) =

√(
x
(2)
j,k(ti)− x

(1)
j,k(ti)

)2
+
(
y
(2)
j,k (ti)− y

(1)
j,k (ti)

)2
+
(
z
(2)
j,k (ti)− z

(1)
j,k (ti)

)2
.

(5.9)
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Rysunek 5.17. Wspóªrz¦dne markerów umieszczonych na wahadle o dªugo±ci 150 mm

i pr¦dko±ci silnika k = 2 (widok z góry w rzucie ortogonalnym na pªaszczyzn¦ XY )

oznacza odlegªo±¢ pomi¦dzy markerami umiejscowionymi na wahadle na podstawie

rejestracji w i-tej chwili czasowej. Odlegªo±¢ pomi¦dzy markerami w caªym procesie

rejestracji obliczono na podstawie wzoru

dj,k =
1

N

N∑
i=1

ρj,k(ti). (5.10)

Warto±¢ ±redni¡ wspóªrz¦dnej uogólnionej α, czyli k¡ta odchylenia wahadªa od pionu

wyznaczono na podstawie formuªy

αm =
1

N

N∑
i=1

2arctg


√(

x
(2)
j,k(ti)− x

(1)
j,k(ti)

)2
+
(
y
(2)
j,k (ti)− y

(1)
j,k (ti)

)2
ρj,k(ti) + z

(2)
j,k (ti)− z

(1)
j,k (ti)

 . (5.11)

Podczas ruchu tego ukªadu nie zaobserwowano w »adnej kon�guracji, aby miara k¡ta

αu przekroczyªa warto±¢ 90o w stanie ustalonym. Dlatego nie rozwa»ano przypadków

szczególnych wzoru (5.11) dla wi¦kszych k¡tów.

Poªo»enie ±rodka ukªadu mechanicznego R0 = [x0, y0, z0], czyli punktu O (patrz

Rys. 4.3) dla ka»dej dªugo±ci wahadªa j oraz pr¦dko±ci silnika k przyj¦to w pocz¡tku

ukªadu wspóªrz¦dnych. Odlegªo±¢ od punktu zawieszenia do markera umieszczonego

na wahadle i poªo»onego bli»ej osi obrotu równie» w ka»dej kon�guracji jest staªa,
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a jej zmierzona suwmiark¡ warto±¢ wynosi dSA. Pomiary wykonane w rzeczywisto±ci

mog¡ si¦ ró»ni¢ od pomiarów uzyskanych przez system BTS. Wobec tego ka»dy

z podanych wcze±niej parametrów powi¦kszono o pewn¡ poprawk¦, tzn.

X = X+∆X, (5.12)

gdzie

X = [x0, y0, z0, φ0, ω, αm, βm, d, dSA, R] (5.13)

jest wektorem u±rednionych parametrów, a

∆X = [∆x0,∆y0,∆z0,∆φ0,∆ω,∆αm,∆βm,∆d,∆dSA,∆R] (5.14)

jest wektorem poprawek dla u±rednionych parametrów. Warto±¢ drugiej wspóªrz¦d-

nej uogólnionej ukªadu βm w stanie ustalonym nie jest znana. W obliczeniach na

podstawie obserwacji przyj¦to, »e jej ±rednia warto±¢ jest bliska zero.

Wspóªrz¦dne poªo»enia markera umieszczonego na wahadle le»¡cego bli»ej osi

obrotu MA i markera le»¡cego przy ko«cu wahadªa MB mo»na zapisa¢ za pomoc¡

nast¦puj¡cych wyra»e«:

MA = R0 + (R +∆R)wOS + (dSA +∆dSA)wSA, (5.15)

MB = R0 + (R +∆R)wOS + (d+∆d)wSA, (5.16)

gdzie

wOS =


cos (φ0 +∆φ0 + (1 + ∆ω)ωt)

sin (φ0 +∆φ0 + (1 + ∆ω)ωt)

0

 , (5.17)

wOA =


cos (βm +∆βm + φ0 +∆φ0 + (1 + ∆ω)ωt) sin (αm +∆αm)

sin (βm +∆βm + φ0 +∆φ0 + (1 + ∆ω)ωt) sin (αm +∆αm)

cos (αm +∆αm)

 . (5.18)

Funkcja bª¦du dla jednej chwili przyjmuje posta¢

I(M) =
(
M

(T )
A − PA

)
·
(
M

(T )
A − PA

)
+
(
M

(T )
B − PB

)
·
(
M

(T )
B − PB

)
, (5.19)

gdzie M
(T )
A i M (T )

B oznaczaj¡ rozwini¦cia w szereg Taylora odpowiednio wyra»e«

MA iMB wzgl¦dem parametrów∆X i pomini¦ciu czªonów dwuliniowych oraz nieli-

niowych, PA =
[
x
(1)
j,k , y

(1)
j,k , z

(1)
j,k

]
oznacza wspóªrz¦dne markera poªo»nego na wahadle

bli»ej osi obrotu, a PB =
[
x
(2)
j,k , y

(2)
j,k , z

(2)
j,k

]
jest wspóªrz¦dnymi markera umieszczonego

przy ko«cu wahadªa wyznaczonymi z pomiarów.
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W celu zminimalizowania funkcji bª¦du I(M) nale»y tak dobra¢ parametry ∆X,

aby speªniony byª warunek konieczny istnienia ekstremum, tj.

∂I(M)

∂∆X[i]
= 0, (5.20)

dla i = 1, 2, ..., 10, gdzie ∆X[i] oznacza i-t¡ skªadow¡ wektora (5.14). Rozwi¡za-

niem tego ukªadu równa« jest wektor poprawek ∆X. Ostateczne wyniki dla wspóª-

rz¦dnych uogólnionych αu = αm + ∆αm i βu = βm + ∆βm (w stanie ustalonym)

przedstawiono w Tab. 5.5.

Tabela 5.5. Warto±ci αu i βu dla wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia. Wyniki otrzy-

mane z wyników do±wiadczalnych

k
L = 100 mm L = 150 mm

αu [rad] αu [deg] βu [rad] βu [deg] αu [rad] αu [deg] βu [rad] βu [deg]

1 1.4360 82.28 −0.0154 −0.879 1.4601 83.66 −0.0079 −0.455

2 1.2837 73.55 −0.0098 −0.559 1.3355 76.52 −0.0407 −2.333

3 1.1096 63.58 −0.0069 −0.394 1.1956 68.51 −0.0218 −1.248

4 0.9012 51.63 −0.0224 −1.282 1.0313 59.09 −0.0518 −2.967

k
L = 200 mm L = 300 mm

αu [rad] αu [deg] βu [rad] βu [deg] αu [rad] αu [deg] βu [rad] βu [deg]

1 1.4509 83.13 −0.0599 −3.430 1.4285 81.85 −0.1222 −7.002

2 1.3776 78.93 −0.0662 −3.793 1.3458 77.11 −0.1135 −6.501

3 1.2666 72.57 −0.0422 −2.417 1.2404 71.07 −0.1011 −5.794

4 1.1226 64.32 −0.0838 −4.800 1.1170 64.00 −0.1180 −6.763

Przedstawione warto±ci k¡ta αu w stanie ustalonym wahadªa z ruchomym punk-

tem zawieszenia malej¡ wraz z obni»aniem warto±ci pr¦dko±ci obrotowej silnika kro-

kowego. Warto±¢ k¡ta βu ro±nie natomiast wraz ze wzrostem dªugo±ci wahadªa, jed-

nak trudno scharakteryzowa¢ jej zale»no±¢ od pr¦dko±ci k¡towej tarczy.



6. Identy�kacja parametrów modelów siªy

oporu w ruchu pªaskim wahadªa

6.1. Wprowadzenie

W dwóch poprzednich rozdziaªach szczegóªowo omówiono przeprowadzony eks-

peryment dotycz¡cy wahadªa �zycznego oraz wyprowadzono równania ruchu, sta-

nowi¡ce matematyczn¡ podstaw¦ opisu zachowania badanego ukªadu. W niniejszym

rozdziale skoncentrujemy si¦ na dalszej analizie zebranych danych, a w szczególno±ci

na identy�kacji wspóªczynników wyst¦puj¡cych w modelach siªy oporu za pomoc¡

metod optymalizacji.

Zagadnienie optymalizacji de�niujemy nast¦puj¡co. Niech

β = [β1, β2, ..., βK ] (6.1)

b¦dzie wektoremK nieznanych parametrów modelu siªy oporu wyst¦puj¡cych w rów-

naniach ró»niczkowych opisuj¡cych ruch wahadªa �zycznego oraz niech funkcja celu

fk(β) b¦dzie norm¡ w przestrzeni l2 w postaci ±redniej kwadratowej bª¦du zde�nio-

wanej nast¦puj¡co:

fk(β) =

√√√√ 1

Nk

Nk∑
i=1

(
φnum
i,k (β)− φexp

i,k

)2
, (6.2)

gdzie Nk oznacza liczb¦ klatek nagrania w k-tej kon�guracji pocz¡tkowej, φexp
i,k

oznacza warto±ci k¡ta wychylenia wahadªa φ zarejestrowane podczas eksperymentu

w i-tej klatce nagrania dla k-tej kon�guracji pocz¡tkowej, natomiast φnum
i,k (β) jest

warto±ci¡ funkcji φ(t) (k¡ta wychylenia wahadªa), w chwili odpowiadaj¡cej i-tej klat-

ce nagrania dla k-tej kon�guracji pocz¡tkowej otrzyman¡ w wyniku numerycznego

rozwi¡zania zagadnienia pocz¡tkowego (4.37), (4.39) lub (4.40), w którym przyj¦to,

»e wspóªczynniki tªumienia s¡ odpowiednio wektorami postaci: β = [β1], β = [β1, β2]

lub β = [β1, β2, βa]. Warunki pocz¡tkowe dla poszczególnych kon�guracji okre±lono

w Tab. 5.3. Rozwi¡zanie numeryczne zagadnienia (4.37), (4.39) i (4.40) otrzymano

stosuj¡c procedur¦ NDSolve programu Mathematica, która realizowaªa algorytm

Adamsa-Bashfortha.



Obok funkcji (6.2), b¦d¡cej miar¡ rozbie»no±ci mi¦dzy rozwi¡zaniem numerycz-

nym i danymi eksperymentalnymi obliczan¡ dla danej kon�guracji pocz¡tkowej,

wprowadzono miar¦ okre±laj¡c¡ t¦ rozbie»no±¢ ª¡cznie dla wszystkich kon�guracji

pocz¡tkowych wahadªa o danej dªugo±ci, zgodnie z nast¦puj¡cym wzorem:

erms
tot (β) =

1

4

4∑
k=1

fk(β). (6.3)

Dodatkowo, oprócz miar (6.2) i (6.3), obliczono wspóªczynnik korelacji Pearsona.

Wspóªczynnik ten pozwala na statystyczn¡ ocen¦ liniowej zale»no±ci mi¦dzy dwie-

ma zmiennymi. Przyjmuje warto±ci od −1 do 1, gdzie −1 oznacza doskonaª¡ ujemn¡

korelacj¦, 1 doskonaª¡ dodatni¡ korelacj¦, a 0 brak korelacji. Analiza tego wspóªczyn-

nika pozwala zrozumie¢, czy zmiany jednej zmiennej s¡ skorelowane z równoczesnymi

zmianami drugiej, co mo»e wskazywa¢ na istnienie pewnych wzorców czy zwi¡zków

pomi¦dzy badanymi zmiennymi. Wspóªczynnik korelacji Pearsona dla rozwi¡zania

numerycznego i danych eksperymentalnych dla k-tej kon�guracji pocz¡tkowej poªo-

»enia jest opisany nast¦puj¡cym wzorem [22, 46]:

rkφnum,φexp(β) =

∑Nk

i=1

(
φnum
i,k (β)− φnum

k (β)
)(

φexp
i,k − φexp

k

)
√∑Nk

i=1

(
φnum
i,k (β)− φnum

k (β)
)2√∑Nk

i=1

(
φexp
i,k − φexp

k

)2 , (6.4)

gdzie φnum
k (β) i φexp

k oznaczaj¡ warto±ci ±rednie odpowiednio dla rozwi¡zania nume-

rycznego i danych do±wiadczalnych.

Pierwsz¡ zastosowan¡ metod¡ optymalizacyjn¡ jest metoda bisekcji. Metoda bi-

sekcji jest jedn¡ z podstawowych i szeroko stosowanych metod poszukiwania przy-

bli»onej warto±ci pierwiastka równania nieliniowego w ustalonym przedziale opart¡

na intuicyjnym podej±ciu interpolacyjnym [15, 23, 44, 74]. Metoda ta mo»e znale¹¢

zastosowanie jako metoda optymalizacyjna. W tym rozdziale przedstawimy zasto-

sowanie metody bisekcji do rozwi¡zania zagadnienia odwrotnego polegaj¡cego na

wyznaczeniu optymalnej warto±ci wspóªczynnika tªumienia dla zagadnienia (4.40)

oraz optymalnych warto±ci wspóªczynników β1 i β2 dla zagadnienia (4.39). Metoda

bisekcji polega na iteracyjnym zaw¦»aniu okre±lonego z góry przedziaªu warto±ci

wspóªczynnika β1 (dla zagadnienia (4.40)) albo dwuwymiarowego obszaru warto±ci

wspóªczynników β1 i β2 (dla zagadnienia (4.39)). Zaw¦»anie oparte jest na wnio-

skowaniu wynikaj¡cym z porównania rozwi¡za« numerycznych danego zagadnienia

z wynikami otrzymanymi do±wiadczalnie.

Kolejn¡ zastosowan¡ metod¡ jest optymalizacyjna metoda gradientowa [9, 32,

69]. Metoda ta jest kluczowym konceptem w dziedzinie optymalizacji matematycz-
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nej, który znajduje zastosowanie w rozwi¡zywaniu szerokiego zakresu problemów.

Bez wzgl¦du na to, czy chodzi o dostosowywanie parametrów modeli maszynowych,

minimalizacj¦ funkcji kosztu w analizie �nansowej czy projektowanie systemów in-

»ynierskich, metoda gradientowa stanowi warte rozwa»enia narz¦dzie do znalezienia

optymalnych rozwi¡za«.

W swojej istocie metoda gradientowa opiera si¦ na wykorzystaniu poj¦cia gra-

dientu funkcji, czyli wektora wskazuj¡cego kierunek najszybszego wzrostu funkcji

w danym punkcie. Podstawow¡ cech¡ metody gradientowej jest poszukiwanie eks-

tremum funkcji celu poprzez iteracyjne dostosowywanie parametrów steruj¡cych

procesem przeszukiwania obszaru w taki sposób, aby przemieszcza¢ si¦ w kierun-

ku, w którym warto±ci funkcji si¦ zmniejszaj¡ b¡d¹ zwi¦kszaj¡, w zale»no±ci od

charakteru ekstremum. Proces ten pozwala skutecznie zbli»y¢ si¦ do optymalnego

rozwi¡zania problemu. Opis optymalizacyjnej metody gradientowej przedstawiono

w Dodatku B.

6.2. Identy�kacja dla modelu z jednym parametrem

W celu identy�kacji wspóªczynnika tªumienia β1 w zagadnieniu (4.40) zastoso-

wano metod¦ bisekcji oraz metod¦ gradientow¡. W zagadnieniu jednowymiarowym,

to znaczy z jednym wspóªczynnikiem tªumienia, wektor β ma tylko jeden element,

czyli

β = [β1]. (6.5)

Niech Ω = [βL, βR], gdzie βL < βR, b¦dzie przedziaªem, w którym znajduje si¦

poszukiwana warto±¢ wspóªczynnika tªumienia β1 optymalna z uwagi na funkcj¦ celu

(6.2) dla zagadnienia (4.40). Zasadne jest ograniczenie si¦ do przedziaªu Ω = [0, 1],

poniewa» wspóªczynnik tªumienia powinien przyjmowa¢ stosunkowo maªe warto±ci

nieujemne. W pierwszym kroku przedziaª Ω jest dzielony na póª, to znaczy, obliczamy

punkt ±rodkowy

βM =
βL + βR

2
. (6.6)

Otrzymano tym samym dwa przedziaªy ΩL = [βL, βM ] oraz ΩR = [βM , βR], w któ-

rych znajduj¡ si¦ odpowiednio punkty ±rodkowe β1 tych przedziaªów postaci

βLM =
βL + βM

2
, βRM =

βM + βR
2

. (6.7)

Dla ka»dej z tych warto±ci wspóªczynnika tªumienia rozwi¡zujemy zagadnienie po-

cz¡tkowe (4.40) w sposób numeryczny. Po obliczeniu warto±ci funkcji celu (6.2) dla
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β1 = βLM i β1 = βRM , wybieramy ten podprzedziaª, w których warto±¢ funkcji celu

(6.2) jest mniejsza. Warto doda¢, »e poszukiwana funkcja celu jest unimodalna, co

oznacza, »e warto±¢ funkcji celu nie mo»e by¢ równa w obu podprzedziaªach.

W kolejnym kroku uzyskany przedziaª rede�niujemy jako Ω przy jednoczesnym

zast¡pieniu lewego albo prawego ko«ca tego przedziaªu warto±ci¡ βM wyznaczon¡

wedªug wzoru (6.6). Proces jest powtarzany a» do uzyskania zadowalaj¡cego wyniku,

przez który rozumiemy sytuacj¦, gdy warto±¢ funkcji (6.2) spadnie poni»ej pewnej,

ustalonej a priori warto±ci lub warto±¢ bezwzgl¦dna ró»nicy mi¦dzy obliczonymi

warto±ciami funkcji celu (6.2) w dwóch kolejnych iteracjach b¦dzie wystarczaj¡co

maªa, przy czym warto±¢ progow¡ dla tego warunku przyjmuje si¦ arbitralnie.

W przypadku zagadnienia, w którym identy�kowany jest jeden wspóªczynnik tªu-

mienia wyst¦puje ekstremum, które jest okre±lane w sposób jednoznaczny. Warto±ci

wspóªczynnika β1, a tak»e warto±ci funkcji celu (6.2) oraz wspóªczynnika korelacji

(6.4) otrzymane dla wahadeª o ró»nych dªugo±ciach przedstawiono w tabeli 6.1.

Tabela 6.1. Warto±ci wspóªczynnika β1 i odpowiadaj¡ce mu warto±ci funkcji celu i wspóª-

czynnika korelacji dla ró»nych dªugo±ci wahadªa i pocz¡tkowych poªo»e« k¡towych. Wyniki

uzyskane metod¡ bisekcji.

k
L = 100 mm L = 150 mm

β1 fk(β1) [rad] rkφ(β1) β1 fk(β1) [rad] rkφ(β1)

1 3.099× 10−3 0.217 0.9415 6.085× 10−3 0.152 0.9796

2 1.016× 10−2 0.177 0.9783 1.211× 10−2 0.096 0.9961

3 1.604× 10−2 0.143 0.9923 1.747× 10−2 0.136 0.9987

4 1.789× 10−2 0.292 0.9907 2.185× 10−2 0.270 0.9948

erms
tot � 0.207 � 0.164

k
L = 200 mm L = 300 mm

β1 fk(β1) [rad] rkφ(β1) β1 fk(β1) [rad] rkφ(β1)

1 1.088× 10−2 0.093 0.9910 1.263× 10−2 0.101 0.9672

2 1.565× 10−2 0.055 0.9917 1.741× 10−2 0.089 0.9827

3 2.231× 10−2 0.037 0.9997 2.794× 10−2 0.035 0.9961

4 2.472× 10−2 0.130 0.9997 2.983× 10−2 0.059 0.9992

erms
tot � 0.079 � 0.071

Warto zauwa»y¢, »e przy danej dªugo±ci wahadªa wspóªczynnik β1 przyjmuje dla

ró»nych kon�guracji pocz¡tkowych ró»ne warto±ci. Norma (6.2) z kolei przyjmuje

do±¢ du»e warto±ci, zwªaszcza w przypadku wahadeª krótkich (L = 100mm i L = 150
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mm). Na przykªad dla L = 100 mm i k = 3 ±rednia kwadratowa bª¦du (w przelicze-

niu na miar¦ k¡ta w stopniach) wynosi fk(β1) ≈ 8.1o, co daje bª¡d wzgl¦dny 12%

w stosunku do warto±ci skutecznej k¡ta φksk z danych do±wiadczalnych, wyliczonej

wedªug

φksk =

√
2

Nk

Nk∑
i=1

∣∣φexp
i,k

∣∣ . (6.8)

Rysunek 6.1 przedstawia porównanie eksperymentalnych i numerycznych prze-

biegów czasowych k¡ta wychylenia φ(t) wahadªa o dªugo±ci L = 100 mm dla wy-

branej kon�guracji pocz¡tkowej k = 3. To porównanie ±wiadczy o du»ym stop-

niu dopasowania rozwi¡zania numerycznego odpowiadaj¡cego optymalnej warto±ci

wspóªczynnika β1 do danych eksperymentalnych. Mo»na zauwa»y¢, »e najwi¦ksze

ró»nice mi¦dzy oboma przebiegami wyst¦puj¡ w pobli»u granicznych poªo»e« wa-

hadªa (lewego i prawego), a ró»nica faz staje si¦ coraz bardziej zauwa»alna wraz

ze wzrostem czasu. W celu lepszego zobrazowania rozbie»no±ci przejawiaj¡cych si¦

w post¦puj¡cej z czasem ró»nicy faz, przedstawiono wykresy dla dwóch pierwszych

i dwóch ostatnich sekund ruchu dla wahadªa o dªugo±ci 100 mm i kon�guracji po-

cz¡tkowej k = 3 (Rys. 6.2a) oraz dla wahadªa o dªugo±ci L = 100 mm i k = 4 (Rys.

6.2b).

2 4 6 8 10 12
t [s]

-2

-1

1

2

φ [rad]

Rysunek 6.1. Rozwi¡zanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki do±wiadczalne (kolor czer-

wony) dla wahadªa L = 100 mm i k = 3. Wyniki uzyskane metod¡ bisekcji dla zagadnienia

(4.40). Wyniki przeksztaªcone do wspóªrz¦dnych wymiarowych.

W metodzie gradientowej zastosowanej w przypadku jednowymiarowym to zna-

czy z jednym wspóªczynnikiem tªumienia β1, poszukujemy optymalnej warto±ci tego
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Rysunek 6.2. Rozwi¡zanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki do±wiadczalne (kolor czer-

wony) dla wahadªa L = 100 mm w dwóch pierwszych i ostatnich chwilach ruchu dla

a) k = 3 oraz b) k = 4. Wyniki uzyskane metod¡ bisekcji. Wyniki przeksztaªcone do

wspóªrz¦dnych wymiarowych.

parametru, przemieszczaj¡c si¦ wzdªu» linii prostej (na osi zmiennej β1) o odlegªo±¢

∆β
(p)
1 w kierunku d(p), który przyjmuje warto±ci 1 lub −1, gdzie p oznacza numer

iteracji. Minimalizujemy funkcj¦ celu postaci (6.3), gdzie uwzgl¦dniono jednocze±nie

wszystkie badane kon�guracje k pocz¡tkowe danego ukªadu, a fk(β1) jest wyra»one

wzorem (6.2).

Wyniki optymalizacji przeprowadzonej zgodnie z algorytmem opisanym w Do-

datku B, w której otrzymano optymalne warto±ci wspóªczynnika β1 przedstawiono

w Tab. 6.4. Oprócz optymalnych warto±ci wspóªczynnika β1, zamieszczono tam ±red-

ni¡ kwadratow¡ bª¦du dla poszczególnych kon�guracji pocz¡tkowych, która zostaªa

zde�niowana przez wzór (6.2) oraz wspóªczynnik korelacji Pearsona opisany wzorem

(6.4).

Je»eli rozwi¡zania zagadnienia optymalizacyjnego przedstawione w Tab. 6.2 po-

traktujemy odr¦bnie dla poszczególnych kon�guracji k, to rozwi¡zania nie s¡ opty-

malne, tzn. metoda bisekcji prowadzi do mniejszych funkcji celi (6.2). Zwªaszcza

czwarta kon�guracja pocz¡tkowa generuje znacznie wi¦ksze warto±ci miary (6.2)

ni» pozostaªe. Na rysunku 6.3 przedstawiono porównanie rozwi¡zania numeryczne-

go z wynikami eksperymentalnymi dla wahadªa o dªugo±ci 200 mm i kon�guracji

pocz¡tkowej k = 3 i k = 4. Z tego porównania wynika, »e zaobserwowane znacz¡ce

ró»nice warto±ci funkcji celu (6.2) dla kon�guracji pocz¡tkowej k = 4 manifestuj¡

s¡ gªównie post¦puj¡c¡ z czasem rozbie»no±ci¡ fazy przebiegu eksperymentalnego

i rozwi¡zania numerycznego wyznaczonego dla warto±ci wspóªczynnika β1 optymal-

nej w sensie funkcji (6.3).
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Tabela 6.2. Warto±ci wspóªczynnika β1 i odpowiadaj¡ce mu warto±ci funkcji celu (6.2)

i wspóªczynniki korelacji Pearsona dla ró»nych dªugo±ci wahadªa i pocz¡tkowych poªo»e«

k¡towych. Wyniki uzyskane metod¡ gradientow¡.

k
L = 100 mm L = 150 mm L = 200 mm L = 300 mm[

fk(β1) [rad] ; rkφ(β1)
]

1 [0.390 ; 0.5478] [0.376 ; 0.7090] [0.270 ; 0.8675] [0.262 ; 0.8818]

2 [0.618 ; 0.5766] [0.456 ; 0.8023] [0.276 ; 0.9246] [0.276 ; 0.9231]

3 [0.265 ; 0.9650] [0.150 ; 0.9903] [0.286 ; 0.9770] [0.336 ; 0.9661]

4 [0.483 ; 0.9136] [1.017 ; 0.7717] [0.797 ; 0.8619] [0.718 ; 0.8846]

β1 1.684 · 10−2 1.719 · 10−2 1.987 · 10−2 2.324 · 10−2

erms
tot 0.439 0.500 0.407 0.398

a) b)

1 2 3 4 5 6
t [s]

-2

-1
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φ [rad]
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t [s]

-2

-1

1

2

3
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Rysunek 6.3. Rozwi¡zanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki do±wiadczalne (kolor czer-

wony) dla wahadªa o dªugo±ci L = 200 mm: a) k = 3, b) k = 4. Wyniki uzyskane metod¡

gradientow¡ dla zagadnienia (4.40). Wyniki przeksztaªcone do wspóªrz¦dnych wymiaro-

wych.

Gªówn¡ zalet¡ tego podej±cia jest znalezienie jednej (efektywnej) warto±ci wspóª-

czynnika tªumienia β1 dla ró»nych kon�guracji pocz¡tkowych wahadªa o ustalonej

dªugo±ci. Taki sposób post¦powania b¦dzie kontynuowany w dalszych rozwa»aniach.

6.3. Identy�kacja dla modelu z dwoma parametrami

W zagadnieniu (4.39), w którym poszukiwane s¡ dwa wspóªczynniki tªumienia,

wi¦c wektor zmiennych przyjmuje posta¢

β = [β1, β2], (6.9)
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zastosowano w pierwszej kolejno±ci metod¦ bisekcji. Optymalizacja przeprowadzona

metod¡ bisekcji w dwuwymiarowym obszarze Ω = [0, 1] × [0, 1] i polegaj¡ca na

poszukiwaniu minimum funkcji (6.2) dla wektora β dawaªa dla ka»dej kon�guracji

pocz¡tkowej i dla ka»dej dªugo±ci wahadªa rozwi¡zania z zerow¡ warto±ci¡ wspóª-

czynnika β1. Warto±ci funkcji (6.2) dla tych rozwi¡za« byªy znacznie wi¦ksze (ró»nica

dwóch rz¦dów) ni» warto±ci przytoczone w tabeli 6.1. Jednocze±nie przy porównaniu

przebiegów czasowych otrzymanych eksperymentalnie i wyznaczonych numerycznie

zaobserwowano znacz¡c¡ i post¦puj¡c¡ z czasem niezgodno±¢ warto±ci amplitudy.

W poszukiwaniu przyczyn nieskutecznego w tym przypadku zastosowania metody

bisekcji, zbadano zmienno±¢ funkcji celu fk(β1, β2) dla wszystkich wahadeª i dla

poszczególnych kon�guracji pocz¡tkowych.

a) b)

0.000000 5.×10-6 0.000010 0.000015
0

5.×10-7

1.×10-6

1.5×10-6

β1

β
2

Rysunek 6.4. Gra�czne przedstawienie funkcji celu (6.2): a) wykres powierzchniowy, b)

wykres konturowy. Wyniki otrzymane dla L = 100 mm i k = 2

We wszystkich badanych przypadkach ci¡gªa reprezentacja dyskretyzowanej po-

wierzchni fk(β
(i)
1 , β

(j)
2 ) wykonana z zastosowaniem algorytmów ±rodowiska gra�cz-

nego programu Mathematica wykazuje podªu»n¡ �dolin¦�, w której, jak mo»na przy-

puszcza¢, istnieje niesko«czenie wiele minimów. St¡d pojawiªa si¦ niejednoznaczno±¢

przy wyznaczeniu optymalnych warto±ci wspóªczynników tªumienia, gdy» warun-

kiem stosowalno±ci metod optymalizacyjnych takich jak metoda bisekcji i metoda

gradientowa jest unimodalno±¢ funkcji celu w rozwa»anym obszarze zmiennych decy-

zyjnych. Na rysunku 6.4 przedstawiono wykres powierzchniowy i konturowy funkcji

celu dla wahadªa o dªugo±ci 100 mm i k = 2.

Mo»na zaobserwowa¢, »e dla ka»dego z wahadeª kierunek �doliny� zmienia si¦

wraz z k¡tem φ0 wychylenia pocz¡tkowego. Z tego powodu dla ka»dej funkcji celu
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fk(β1, β2) odpowiadaj¡cej k-tej kon�guracji pocz¡tkowej wyznaczono prost¡ o rów-

naniu β2 = Akβ1 + Bk, której kierunek okre±la �dno doliny�, a wi¦c miejsce, na

którym le»y minimum funkcji celu (6.2). Proste te dla wahadªa o dªugo±ci L = 100

mm przedstawiono na Rys. 6.5. Mo»na zauwa»y¢, »e miejsca przeci¦cia prostych le»¡

w niewielkim obszarze na pªaszczy¹nie β1, β2. Obserwacja ta staªa si¦ podstaw¡ do

wyprowadzenia wniosku, »e mo»na znale¹¢ wspóln¡ dla wszystkich przebadanych

kon�guracji pocz¡tkowych danego wahadªa par¦ optymalnych warto±ci obu wspóª-

czynników tªumienia. Spo±ród sze±ciu punktów przeci¦cia prostych jako rozwi¡za-

nie optymalne wybrano ten, dla którego funkcja celu (6.2) przyjmuje najmniejsz¡

warto±¢. Po wyznaczeniu warto±ci wspóªczynników Ak i Bk okazaªo si¦, »e miejsca

przeci¦cia poszczególnych prostych le»¡ po ujemnej stronie osi ukªadu odpowiada-

j¡cej wspóªczynnikowi β1. Wyniki otrzymane opisan¡ wy»ej metod¡ przedstawiono

w Tab. 6.3, która zawiera warto±ci funkcji celu dla poszczególnych kon�guracji po-

cz¡tkowych k poªo»enia wahadªa. Dane odnosz¡ce si¦ do wahadªa o dªugo±ci L = 100

mm pokazuj¡, »e najwi¦ksze ró»nice pomi¦dzy rozwi¡zaniami numerycznymi a wy-

nikami do±wiadczalnymi otrzymano dla k = 2, a najmniejsze dla k = 4. Na rysunku

6.6 przedstawiono porównanie rozwi¡zania numerycznego z wynikami eksperymen-

talnymi dla obu skrajnych przypadków, z którego wynika, »e brak zgodno±ci obu

przebiegów przejawia si¦ post¦puj¡cym z czasem niedopasowaniem ich amplitud.

-0.000020 -0.000015 -0.000010 -5.×10-6 0.000000
β1

5.×10-7

1.×10-6

1.5×10-6

2.×10-6

2.5×10-6

3.×10-6
β2

k=4

k=3

k=2

k=1

Rysunek 6.5. Przeci¦cia prostych β2 = Akβ1 + Bk dla wahadªa o dªugo±ci 100 mm dla

k = 1 (kolor niebieski), k = 2 (kolor czerwony), k = 3 (kolor czarny), k = 4 (kolor »óªty)

Wspóªczynnik β1 w ka»dym przypadku przyjmuje ujemn¡ warto±¢, wi¦c nie ma
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on �zycznej interpretacji i wskazuje, »e model tªumienia z dwoma wspóªczynnikami

tªumienia jest niewªa±ciwy. Fakt ten wynika z konieczno±ci ekstrapolacji obszaru Ω

do obszaru Ω̂ = [−1, 1]× [0, 1], w którym znajduje si¦ warto±¢ optymalna.

Tabela 6.3. Warto±ci wspóªczynników tªumienia oraz funkcji celu (6.2). Wyniki uzyskane

metod¡ bisekcji uzupeªnion¡ o ekstrapolacj¦ tendencji spadku do obszaru Ω̂.

L [mm]: 100 150 200 300

β1 −7.149 · 10−3 −6.265 · 10−3 −4.764 · 10−3 −8.754 · 10−3

β2 1.795 · 10−2 2.245 · 10−2 1.994 · 10−2 2.436 · 10−2

k = 1

fk

[rad]

0.241 0.241 0.108 0.133

k = 2 0.243 0.401 0.103 0.172

k = 3 0.189 0.879 0.108 0.217

k = 4 0.228 0.789 0.067 0.260

a) b)

2 4 6 8 10 12
t [s]
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Rysunek 6.6. Rozwi¡zanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki do±wiadczalne (kolor czer-

wony) dla wahadªa o dªugo±ci L = 100 mm: a) k = 2, b) k = 4. Wyniki uzyskane metod¡

bisekcji uzupeªnion¡ o ekstrapolacj¦ tendencji spadku do obszaru Ω̂ dla zagadnienia (4.39).

Wyniki przeksztaªcone do wspóªrz¦dnych wymiarowych.

Zalet¡ wy»ej opisanej metody jest mo»liwo±¢ otrzymania wspólnej warto±ci wspóª-

czynników tªumienia dla wahadªa o ustalonej dªugo±ci. Wad¡ jest jednak du»a wra»-

liwo±¢ wspóªczynnika kierunkowego prostej wyznaczaj¡cej �dno doliny" na bª¦dy

pomiarowe. Zaobserwowano, »e gdy dane pomiarowe pochodz¡ce z rejestracji ruchu

dla k-tej kon�guracji s¡ zbyt mocno zaburzone, to odpowiadaj¡ca im prosta mo»e

przeci¡¢ si¦ z innymi prostymi daleko poza oczekiwanym obszarem. Tak si¦ staªo

w przypadku wahadªa o dªugo±ci L = 150 mm, dla którego jeden punkt przeci¦cia

znajdowaª si¦ w znacznej odlegªo±ci od pozostaªych ekstremów. St¡d w tabeli 6.3

dla L = 150 mm warto±ci funkcji celu s¡ wi¦ksze ni» dla pozostaªych wahadeª.

76



Dlatego podj¦to prób¦ znalezienia wspóªczynników β1 oraz β2 w zagadnieniu po-

cz¡tkowym (4.39) metod¡ gradientow¡. Algorytm stosowania tej metody jest iden-

tyczny jak w przypadku jednowymiarowym, jednak»e ruch w kierunku minimum

ma miejsce na pªaszczy¹nie. Wyniki optymalizacji, przeprowadzonej zgodnie z algo-

rytmem opisanym w Dodatku B, przedstawiono w Tab. 6.4. Oprócz optymalnych

warto±ci wspóªczynników β1 i β2, przedstawiono tam ±redni¡ kwadratow¡ bª¦du dla

poszczególnych kon�guracji pocz¡tkowych, która zostaªa zde�niowana przez wzór

(6.2) oraz wspóªczynnik korelacji Pearsona zde�niowany wzorem (6.4).

Tabela 6.4. Warto±ci wspóªczynników β1 oraz β2 i odpowiadaj¡ce im warto±ci funkcji celu

i wspóªczynników korelacji Pearsona dla ró»nych dªugo±ci wahadªa i pocz¡tkowych poªo»e«

k¡towych. Wyniki uzyskane metod¡ gradientow¡.

k
L = 100 mm L = 150 mm L = 200 mm L = 300 mm[

fk(β1, β2) [rad] ; rkφ(β1, β2)
]

1 [0.230 ; 0.9210] [0.166 ; 0.9702] [0.108 ; 0.9874] [0.116 ; 0.9868]

2 [0.238 ; 0.9596] [0.148 ; 0.9875] [0.087 ; 0.9957] [0.123 ; 0.9892]

3 [0.183 ; 0.9865] [0.117 ; 0.9949] [0.079 ; 0.9982] [0.064 ; 0.9991]

4 [0.146 ; 0.9936] [0.216 ; 0.9895] [0.092 ; 0.9983] [0.035 ; 0.9998]

β1 −8.760 · 10−3 −8.165 · 10−3 −2.416 · 10−3 −6.423 · 10−3

β2 1.897 · 10−2 1.976 · 10−2 1.803 · 10−2 2.452 · 10−2

erms
tot 0.199 0.162 0.091 0.084

Przedstawione w Tab. 6.4 warto±ci funkcji celu fk oraz wspóªczynniki korelacji

Pearsona pokazuj¡, »e model (4.39) osi¡ga zbie»no±¢ z wynikami eksperymentalnymi

w wi¦kszym stopniu ni» model (4.40). Jednak»e metoda gradientowa zastosowana

do znalezienia minimum funkcji (6.2) dla zagadnienia (4.39) równie» daje wyniki

z ujemnymi warto±ciami wspóªczynnika β1. Ujemna warto±¢ wspóªczynnika β1 nie ma

uzasadnienia �zycznego, co wskazuje, »e model siª oporu z dwoma wspóªczynnikami

jest niewªa±ciwy.

Porównuj¡c eksperymentalne przebiegi czasowe dla poszczególnych kon�guracji

pocz¡tkowych wahadeª z wynikami otrzymanymi przez numeryczne rozwi¡zanie za-

gadnienia (4.39) z optymalnymi wspóªczynnikami modelu, w tym z ujemnym wspóª-

czynnikiem β1, zauwa»ono, »e problem niedopasowania warto±ci ekstremalnych wy-

chyle« wahadªa praktycznie nie wyst¦puje. Jako przykªad zaprezentowano na Rys.

6.7 porównanie przebiegów otrzymanych w sposób numeryczny i do±wiadczalny dla

wahadªa o dªugo±ci 200 mm i kon�guracji pocz¡tkowych k = 3 i k = 4. To spo-

strze»enie wskazuje, »e wyznaczone metod¡ bisekcji rozwi¡zania (z β1 = 0) nie s¡
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rozwi¡zaniami optymalnymi, a zerowa warto±¢ wspóªczynnika β1 jest konsekwencj¡

przyj¦cia obszaru Ω = [0, 1] × [0, 1]. Zauwa»ono tak»e, »e efekt niezgodno±ci prze-

biegów wyra»aj¡cy si¦ przesuni¦ciem fazy jest wyra¹nie mniejszy ni» w przypadku

z jednym wspóªczynnikiem.
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Rysunek 6.7. Rozwi¡zanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki do±wiadczalne (kolor czer-

wony) dla wahadªa o dªugo±ci L = 200 mm: a) k = 3, b) k = 4. Wyniki uzyskane metod¡

gradientow¡ dla zagadnienia (4.39). Wyniki przeksztaªcone do wspóªrz¦dnych wymiaro-

wych.

Rozwi¡zania z ujemnymi warto±ciami wspóªczynnika β1 prowadz¡ do modelu

z pozornym ujemnym tªumieniem, nie maj¡cym uzasadnienia w ruchu analizowanego

ukªadu. Z tego powodu postanowiono rozszerzy¢ model o tªumienie proporcjonalne

do przyspieszenia zwi¡zane z koncepcj¡ masy dodanej, zachowuj¡c skªadnik propor-

cjonalny do kwadratu pr¦dko±ci ze wzgl¦du na jego pozytywny wpªyw na popraw¦

zgodno±ci fazy przebiegów eksperymentalnych i numerycznych.

6.4. Identy�kacja dla modelu z trzema parametrami

Przedstawione w poprzednich rozdziaªach wyniki optymalizacji wskazuj¡, »e mo-

del liniowy tªumienia (4.40) oraz model dwuwymiarowy (4.39) s¡ nieadekwatne do

opisu wpªywu oporu o±rodka na drgania wahadªa w szerokim zakresie zmienno±ci

k¡ta wychylenia. Jedna z koncepcji mody�kacji modelu polegaªa na dodaniu nast¦p-

nego skªadnika siªy oporu zgodnie z rozwini¦ciem w szereg pot¦gowy (2.4). Jednak,

ze wzgl¦du na analiz¦ wyników dla modeli (4.39) i (4.40), w których najwi¦ksze bª¦dy

pojawiaªy si¦ przy nawrocie wahadªa, postanowiono doda¢ wspóªczynnik tªumienia

proporcjonalny do przyspieszenia stycznego i zwi¡zany z koncepcj¡ masy dodanej

(skªadnik bezwªadno±ciowy). Zagadnienie opisane jest przez (4.37).
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W przypadku trójwymiarowego zagadnienia optymalizacji, to znaczy z trzema

wspóªczynnikami tªumienia β1, β2 oraz βa algorytm metody gradientowej jest iden-

tyczny jak w przypadku jednowymiarowym i dwuwymiarowym. Poszukiwanie mini-

mum funkcji celu (6.3) odbywa si¦ jednak w trójwymiarowej przestrzeni. Ponownie

uwzgl¦dniono w funkcji celu jednocze±nie wszystkie badane kon�guracje pocz¡tkowe

k ukªadu.

Wyniki optymalizacji przeprowadzonej zgodnie z algorytmem opisanym w Do-

datku B, w której otrzymano optymalne warto±ci wspóªczynników β1, β2 oraz βa,

przedstawiono w Tab. 6.5. Oprócz optymalnych warto±ci wspóªczynników β1, β2 oraz

βa, przedstawiono ±redni¡ kwadratow¡ bª¦du dla poszczególnych kon�guracji pocz¡t-

kowych oraz, analogicznie jak w poprzednich przypadkach, obliczono wspóªczynnik

korelacji Pearsona (6.4).

Tabela 6.5. Warto±ci wspóªczynników β1, β2 oraz βa i odpowiadaj¡ce im warto±ci funkcji

celu i wspóªczynników korelacji Pearsona dla ró»nych dªugo±ci wahadªa i pocz¡tkowych

poªo»e« k¡towych. Wyniki uzyskane metod¡ gradientow¡.

k

L = 100 mm L = 150 mm L = 200 mm L = 300 mm[
fk(β1, β2, βa) [rad] ; rkφ(β1, β2, βa)

]
1 [0.055 ; 0.9964] [0.071 ; 0.9983] [0.104 ; 0.9989] [0.090 ; 0.9984]

2 [0.061 ; 0.9938] [0.161 ; 0.9996] [0.095 ; 0.9998] [0.148 ; 0.9978]

3 [0.387 ; 0.9978] [0.357 ; 0.9991] [0.156 ; 0.9987] [0.123 ; 0.9991]

4 [0.161 ; 0.9949] [0.293 ; 0.9970] [0.172 ; 0.9991] [0.225 ; 0.9997]

β1 6.530 · 10−3 5.454 · 10−3 7.647 · 10−3 7.619 · 10−3

β2 1.019 · 10−2 1.171 · 10−2 1.275 · 10−2 1.755 · 10−2

βa 3.416 · 10−2 2.660 · 10−2 1.897 · 10−2 2.389 · 10−2

erms
tot 0.161 0.22 0.132 0.146

Uzyskane warto±ci funkcji celu ±wiadcz¡ o tym, »e model (4.37) nie prowadzi do

sprzecznych wyników i stanowi najlepsze z przebadanych dopasowanie dla zagadnie-

nia odwrotnego polegaj¡cego na identy�kacji modelu siªy oporu w ruchu wahadªa

�zycznego. Najwi¦ksze warto±ci bª¦du mo»na zobserwowa¢ dla wahadªa o dªugo±ci

150 mm i kon�guracji pocz¡tkowych k = 3 i k = 4. Na rysunku 6.8 przedstawio-

no porównanie rozwi¡zania numerycznego z wynikami eksperymentalnymi dla tych

przypadków. Pomimo wi¦kszej, w porównaniu z pozostaªymi eksperymentami, war-

to±ci funkcji celu (6.3) przebegi czasowe k¡ta wychylenia φ(t), których ¹ródªem s¡

pomiary i wyniki symulacji numerycznych, nie ró»ni¡ si¦ znacz¡co ani pod wzgl¦dem

warto±ci amplitud ani zgodno±ci fazy.
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Rysunek 6.8. Rozwi¡zanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki do±wiadczalne (kolor czer-

wony) dla wahadªa o dªugo±ci L = 150 mm: a) k = 3, b) k = 4. Wyniki uzyskane metod¡

gradientow¡ dla zagadnienia (4.37). Wyniki przeksztaªcone do wspóªrz¦dnych wymiaro-

wych.

Warto±ci wspóªczynników korelacji Pearsona jednoznacznie ±wiadcz¡ o tym, »e

model (4.37) w najlepszym stopniu przybli»a zagadnienie ruchu wahadªa �zycznego

w o±rodku stawiaj¡cym opór. Pomijaj¡c w dyskusji model tªumienia z dwoma skªad-

nikami, który okazaª si¦ niepoprawny z �zycznego punktu widzenia, mo»na stwier-

dzi¢, »e omawiane wcze±niej zagadnienie jednowymiarowe jest niekompletne, gdy»

wspóªczynnik korelacji Pearsona osi¡ga warto±¢ poni»ej 0.9, co jednoznacznie wska-

zuje na brak liniowej zale»no±ci mi¦dzy rozwi¡zaniem numerycznym, a wynikami

do±wiadczalnymi. Co prawda dla metody bisekcji w modelu (4.40) uzyskano wyniki

wspóªczynników korelacji Peasona zbli»one do modelu (4.37), ale nale»y pami¦ta¢, »e

optymalizacj¦ przeprowadzono osobno dla ka»dej kon�guracji pocz¡tkowej. W przy-

padku metody gradientowej uzyskano wspóªczynniki tªumienia dla ka»dej dªugo±ci

wahadªa z uwzgl¦dnieniem wszystkich kon�guracji pocz¡tkowych.



7. Identy�kacja i ocena statystyczna jej

wyników dla modelu siªy oporu z trzema

parametrami w ruchu pªaskim wahadªa

7.1. Wprowadzenie

W rozdziale szóstym przedstawiono wyniki identy�kacji parametrów trzech mo-

deli siªy oporu o±rodka w ruchu pªaskim wahadªa, polegaj¡cej na zastosowaniu

kilku metod optymalizacyjnych do wyznaczenia minimalnej warto±ci funkcji celu

zde�niowanej jako ±rednia kwadratowa bª¦du mi¦dzy wynikami eksperymentalnymi

i rozwi¡zaniami numerycznymi odpowiednich zagadnie« pocz¡tkowych, w których

przyjmuje si¦ warto±ci wspóªczynników modelu z bie»¡cej iteracji. Wyniki pomiarów,

stanowi¡ce punkt odniesienia, do którego zmierza proces optymalizacyjny, nie s¡ jed-

nak dokªadne, a bª¡d, którymi s¡ obarczone, jest ignorowany w tak sformuªowanym

zagadnieniu.

W niniejszym rozdziale przedstawione zostan¡ wyniki identy�kacji trójparame-

trowego modelu siªy oporu o±rodka w ruchu pªaskim wahadªa polegaj¡cej na zasto-

sowaniu metody najmniejszych kwadratów do minimalizacji bª¦du speªnienia rów-

na« ró»niczkowych modelu matematycznego zagadnienia ruchu. Takie sformuªowa-

nie problemu optymalizacyjnego daje podstawy do przeprowadzenia statystycznej

oceny uzyskanych wyników.

W tym podej±ciu do zagadnienia identy�kacji niezb¦dna jest znajomo±¢ poªo»e«

k¡towych, pr¦dko±ci k¡towych oraz przyspiesze« k¡towych pr¦ta. W obu ekspery-

mentach na podstawie zmierzonych wspóªrz¦dnych charakterystycznych punktów

wylicza si¦ warto±ci k¡tów okre±laj¡cych poªo»enie pr¦ta w kolejnych chwilach ruchu.

Pr¦dko±ci k¡towe i przyspieszenia k¡towe nie podlegaj¡ bezpo±redniemu pomiaro-

wi, lecz wyznaczane s¡ w sposób numeryczny za pomoc¡ schematów ró»nicowych.

Schematy ró»nicowe s¡ szeroko stosowane w analizie numerycznej do przybli»ania

warto±ci pochodnych funkcji. W tym rozdziale przedstawione zostan¡ dwie metody

generowania schematów ró»nicowych: interpolacja za pomoc¡ metody wspóªczyn-

ników nieoznaczonych oraz aproksymacja za pomoc¡ metody najmniejszych kwa-

dratów. Oba podej±cia maj¡ na celu estymacj¦ warto±ci pochodnych w okre±lonych



punktach, jednak bazuj¡ na odmiennych koncepcjach, co prowadzi do ro»nych re-

zultatów ko«cowych.

Interpolacja metod¡ wspóªczynników nieoznaczonych to technika obliczeniowa,

która polega na konstruowaniu nowych danych punktowych na podstawie znanych

warto±ci. W przypadku schematów ró»nicowych, interpolacja polega na estymacji

warto±ci pochodnej w konkretnym punkcie, wykorzystuj¡c warto±ci funkcji w kilku

s¡siaduj¡cych punktach. Metoda ta opiera si¦ na wyznaczeniu wielomianu, który

przechodzi przez punkty s¡siaduj¡ce [11, 15, 16, 29, 86].

Z drugiej strony, aproksymacja metod¡ najmniejszych kwadratów to technika

obliczeniowa polegaj¡ca na znalezieniu funkcji1, która najlepiej odpowiada zestawowi

danych warto±ci funkcji. W przypadku schematów ró»nicowych, aproksymacja ta

polega na znalezieniu funkcji aproksymuj¡cej, która minimalizuje pewn¡ funkcj¦,

któr¡ cz¦sto przyjmuje si¦ jako sum¦ kwadratów ró»nic mi¦dzy warto±ciami funkcji

znanymi, na przykªad z pomiaru, a warto±ciami funkcji aproksymuj¡cej. Wynikiem

tej metody jest schemat ró»nicowy, który jest najlepszym przybli»eniem pochodnej

na podstawie dost¦pnych danych [11, 35, 76, 86, 93].

Zastosowanie schematów ró»nicowych w niniejszej pracy ma na celu okre±le-

nie przybli»onych warto±ci pr¦dko±ci k¡towej i przyspieszenia k¡towego za pomoc¡

warto±ci przybli»onych za pomoc¡ wzorów interpoluj¡cych albo aproksymuj¡cych

pochodne pierwszego i drugiego rz¦du, gdy znane s¡ warto±ci funkcji w wybranych

punktach jej dziedziny. Wspóªrz¦dne punktów wyznaczonych w eksperymencie nie s¡

wyznaczone dokªadnie, wobec tego nale»y stosowa¢ schematy o du»ej dokªadno±ci,

gdy» szczególnie warto±¢ przyspieszenia k¡towego (jako pochodna drugiego rz¦du)

jest bardzo wra»liwa na bª¦dy pomiarów.

W niniejszym rozdziale porównamy obie metody pod wzgl¦dem dokªadno±ci

w kontek±cie zastosowania do wyznaczenia pr¦dko±ci i przyspiesze« k¡towych pr¦ta.

Przedstawimy przykªady schematów ró»nicowych uzyskanych za pomoc¡ interpolacji

metod¡ wspóªczynników nieoznaczonych oraz aproksymacji metod¡ najmniejszych

kwadratów, a nast¦pnie porównamy ich wyniki dla wybranej funkcji.

7.2. Interpolacyjne i aproksymacyjne schematy ró»nicowe

Niech funkcja f jednej zmiennej t (czasu) reprezentuje dowoln¡ z funkcji φ(t),

α(t), β(t) okre±lonych w rozdziaªach 4.1 i 4.2. W celu zobrazowania metody ge-

1 Dokªadniej zadanie polega na znalezieniu parametrów de�niuj¡cych jednoznacznie funkcj¦ o

zadanej postaci ogólnej, na przykªad wielomianu, funkcji wykªadniczej itp.
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nerowania schematów ró»nicowych za pomoc¡ interpolacji metod¡ wspóªczynników

nieoznaczonych wyprowadzono centralny schemat ró»nicowy dla pochodnej drugie-

go rz¦du dla trzech w¦zªów ti, ti+1 oraz ti−1. Wzór Taylora2 w otoczeniu punktu ti

przyjmuje posta¢

f(t) = f(ti) +
(t− ti)

1!
ḟ(ti) +

(t− ti)
2

2!
f̈(ti) + ...+

(t− ti)
j

j!
f (j)(ti)

+...+
(t− ti)

p

p!
f (p)(ti) +Rp(t, ti),

(7.1)

gdzie f (j) oznacza pochodn¡ j-tego rz¦du wzgl¦dem t dla j = 1, 2, ..., p, natomiast

reszta Rp(t, ti) speªnia warunek

lim
t→ti

Rp(t, ti) = 0. (7.2)

Ograniczaj¡c si¦ do kilku pocz¡tkowych wyrazów sumy po prawej stronie równania

(7.1), otrzymamy

f(ti+1) = f(ti) +
ḟ(ti)

1!
h+

f̈(ti)

2!
h2 +O(h3), (7.3)

f(ti−1) = f(ti)−
ḟ(ti)

1!
h+

f̈(ti)

2!
h2 +O(h3), (7.4)

gdzie O(·) jest symbolem Landaua3, a h = ti+1 − ti jest staªym krokiem czasowym

dla i = 1, 2, .... Schemat ró»nicowy centralny D2
c (ti) drugiego rz¦du postulujemy w

postaci

D(2)
c (ti) = a1f(ti) + a2f(ti+1) + a3f(ti−1), (7.5)

gdzie a1, a2 i a3 s¡ nieznanymi wspóªczynnikami. Podstawiaj¡c równania (7.3)-(7.4),

w których pomini¦to wyrazy rz¦du O(h3), do wzoru (7.5), otrzymamy

D(2)
c (ti) = f(ti)(a1 + a2 + a3) + ḟ(ti)(a2h− a3h) + f̈(ti)

(
a2h

2

2
+
a3h

2

2

)
. (7.6)

W celu wyznaczenia wspóªczynników schematu ró»nicowego drugiego rz¦du nale»y

wspóªczynnik przy f̈(ti) przyrówna¢ do jedno±ci, natomiast pozostaªe wspóªczynniki

po prawej stronie wzoru (7.6) do zera. Wobec tego, dostaniemy ukªad równa« postaci
a1 + a2 + a3 = 0,

a2h− a3h = 0,
a2h2

2
+ a3h2

2
= 1.

(7.7)

2 Zakªadamy, »e funkcja f o warto±ciach rzeczywistych ma ci¡gª¡ pochodn¡ f (p) w przedziale

[t, t + ti] dla ti > 0 (lub [t − ti, t] dla ti < 0) oraz sko«czon¡ pochodn¡ f (p+1) wewn¡trz tego

przedziaªu.
3 Symbol O(·) oznacza tzw. asymptotyczne zachowanie si¦ wzrostu funkcji wraz ze wzrostem

jej argumentu. Mówimy, »e funkcja f jest rz¦du g, je»eli istniej¡ takie liczby N0 > 0 oraz c > 0, »e

dla ka»dego n ≥ N0 mamy f(n) ≤ c g(n), co zapisujemy nast¦puj¡co: f(n) ∈ O(g(n)).
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Rozwi¡zaniem ukªadu równa« (7.7) s¡ wspóªczynniki a1 = − 2
h2
, a2 = 1

h2
oraz a3 =

1
h2
, co prowadzi do wzoru

f̈(ti) =
f(ti+1)− 2f(ti) + f(ti−1)

h2
+O(h3). (7.8)

Gdy w równaniu (7.6) przyrównamy wspóªczynnik stoj¡cy przy pochodnej ḟ(ti)

do jedno±ci, a pozostaªe do zera, to otrzymamy trzypunktowy schemat ró»nicowy

pierwszego rz¦du.

W celu wyprowadzenia centralnego schematu ró»nicowego D(n)
c (ti) rz¦du n dla

liczby w¦zªów 2N + 1 mo»na zastosowa¢ analogiczn¡ procedur¦ jak w przypadku

wy»ej opisanym. Niech

D(n)
c (ti) =

2N∑
k=0

a(k−N)f (ti + (k −N)h) , (7.9)

gdzie N oznacza liczb¦ w¦zªów le»¡cych po jednej stronie punktu ti. Zgodnie ze

wzorem Taylora (7.1), warto±¢ funkcji f (ti + (k −N)h) przybli»amy w nast¦puj¡cy

sposób:

f(ti + (k −N)h) = f(ti) +
ḟ(ti)

1!
(k −N)h+

f̈(ti)

2!
((k −N)h)2

+...+
f̈(ti)

j!
((k −N)h)j + ...+

f (2N)(ti)

(2N)!
((k −N)h)2N +O(h2N+2)

(7.10)

dla k = 0, 1, 2, ..., 2N , a nast¦pnie pomijaj¡c wyrazy rz¦du O(h2N+2) oraz wstawiaj¡c

przybli»enie (7.10) do równania (7.9) i porz¡dkuj¡c wzgl¦dem wszystkich pochod-

nych, dostajemy ukªad równa«, który zapisujemy w postaci równania macierzowego

F̂ â = b̂, (7.11)

gdzie â = [a−N , a1−N , ..., a−1, a0, a1, aN−1, aN ] jest wektorem kolumnowym niezna-

nych wspóªczynników, F̂ jest macierz¡ kwadratow¡ postaci

F̂ =
[
f̂jk

]
=

[
(k −N)j

j!
hj
]
jk

, (7.12)

gdzie j = 0, 1, 2, ..., 2N , k = 0, 1, 2, ..., 2N , a b̂ jest wektorem kolumnowym skªada-

j¡cych si¦ z samych zer i jednej jedynki. Miejsce wyst¡pienia jedynki jest uzale»-

nione od rz¦du pochodnej, któr¡ nale»y wyznaczy¢. Przykªadowo, przy przybli»aniu

pochodnej pierwszego rz¦du nale»y przyj¡¢ wektor postaci b̂ = [0, 1, 0, ..., 0]. Dla

b̂ = [1, 0, 0, ..., 0] otrzymamy rozwi¡zanie równe danym wej±ciowym, co oznacza, »e
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interpolacyjna procedura nie zmienia warto±ci wej±ciowych, nie daje wi¦c efektu

wygªadzania danych z pomiaru. W tabelach 7.1 i 7.2 przedstawiono warto±ci wspóª-

czynników uzyskanych interpolacyjn¡ metod¡ wspóªczynników nieoznaczonych (po

rozwi¡zaniu ukªadu równa« (7.11)) dla odpowiednio pochodnej pierwszego i drugiego

rz¦du. Mo»na zauwa»y¢, »e wªasno±ci¡ schematów centralnych uzyskanych metod¡

interpolacyjn¡ jest antysymetria wspóªczynników schematu ró»nicowego.

Tabela 7.1. Warto±ci wspóªczynników dla pochodnej pierwszego rz¦du schematu central-

nego (7.9). Wspóªczynniki zostaªy pomno»one przez h.

N ti−4 ti−3 ti−2 ti−1 ti ti+1 ti+2 ti+3 ti+4

1 −1
2

0 1
2

2 1
12

−2
3

0 2
3

− 1
12

3 − 1
60

3
20

−3
4

0 3
4

− 3
20

1
60

4 1
280

− 4
105

1
5

−4
5

0 4
5

−1
5

4
105

− 1
280

Tabela 7.2. Warto±ci wspóªczynników dla pochodnej drugiego rz¦du schematu centralnego

(7.9). Wspóªczynniki zostaªy pomno»one przez h2.

N ti−4 ti−3 ti−2 ti−1 ti ti+1 ti+2 ti+3 ti+4

1 1 −2 1

2 − 1
12

4
3

−5
2

4
3

− 1
12

3 1
90

− 3
20

3
2

−49
18

3
2

− 3
20

1
90

4 − 1
560

8
315

−1
5

8
5

−205
72

8
5

−1
5

8
315

− 1
560

W przypadku pocz¡tkowych i ko«cowych chwil czasowych mo»na wprowadzi¢

tzw. ekstrapolowane punkty pozorne wykraczaj¡ce poza rozpatrywany obszar. Dla

próbkowania z cz¦stotliwo±ci¡ 100 Hz, krok czasowy wynosi h = 10−2 s, a h2 = 10−4

s2. Schematy niesymetryczne s¡ o jeden rz¡d wielko±ci mniej dokªadne ni» schematy

centralne. Dlatego, aby uzyska¢ tak¡ sam¡ dokªadno±¢ schematu niesymetrycznego

jak w 5-punktowym schemacie centralnym, nale»aªoby zastosowa¢ 500 w¦zªów [40,

44, 54, 77].

Jak wspomniano wcze±niej, schematy ró»nicowe otrzymane metod¡ wspólczynni-

ków nieoznaczonych zachowuj¡ w niezmienionej postaci warto±ci funkcji f (pochod-

n¡ zerowego rz¦du). Dlatego w celu wygªadzenia danych bezpo±rednio mierzonych
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nale»y dodatkowo zastosowa¢ procedur¦ wygªadzania, na przykªad metod¦ u±red-

niania bie»¡cego [61, 94] postaci

f̂(ti) =
1

n

i+n−1∑
j=i

f(tj), (7.13)

gdzie f̂(ti) jest elementem u±rednionego ci¡gu, f(tj) elementem pierwotnego ci¡gu

zmierzonych warto±ci, a n jest liczb¡ elementów u±rednianych.

W przypadku aproksymacyjnych schematów ró»nicowych otrzymuje si¦ jedno-

cze±nie funkcje, które najlepiej, w sensie najmniejszych kwadratów, estymuj¡ wyni-

ki pomiarów (funkcja f), pr¦dko±ci k¡towe (pochodna pierwszego rz¦du funkcji f)

i przyspieszenia k¡towe (pochodna drugiego rz¦du funkcji f). Wyniki eksperymental-

ne obarczone s¡ bª¦dami pomiarów, wi¦c wektor przyspieszenia mo»e by¢ szczególnie

wra»liwy na maªe zakªócenia. Wobec tego nale»y stosowa¢ dokªadne wielopunkto-

we schematy ró»nicowe. Rozwa»my jednorodn¡ siatk¦, tj. sekwencj¦ równomiernie

rozmieszczonych punktów czasowych (chwil pomiaru). Centralne aproksymacyjne

schematy ró»nicowe s¡ oparte na 2n+ 1 w¦zªach tworz¡cych nast¦puj¡cy ci¡g aryt-

metyczny:

ti−n, ti−n+1, ..., ti−1, ti, ti+1, ..., ti+n−1, ti+n, (7.14)

o ró»nicy h = ti+j− ti+j−1 (dla j = −n,−n+1, ..., n). Zaªó»my, »e znane s¡ warto±ci

funkcji f w wszystkich w¦zªach (7.14) i oznaczmy te warto±ci nast¦puj¡co:

fi−n = f(ti−n), ..., fi−1 = f(ti−1), fi = f(ti), ..., fi+n = f(ti+n). (7.15)

Celem jest znalezienie funkcji klasy C2 aproksymuj¡cej funkcj¦ f metod¡ najmniej-

szych kwadratów [35].

Wzór Taylora (7.1) mo»na równowa»nie zapisa¢ w nast¦puj¡cej postaci:

f(t) = f(ti)Φ0(t, ti) + ḟ(ti)Φ1(t, ti) + f̈(ti)Φ2(t, ti) +O(h3), (7.16)

gdzie

Φ0(t, ti) = 1, Φ1(t, ti) =
(t− ti)

1!
, Φ2(t, ti) =

(t− ti)
2

2!
(7.17)

s¡ funkcjami bazowymi. W metodzie najmniejszych kwadratów zakªada si¦, »e funk-

cj¦ f w przedziale [ti−n, ti+n] przybli»amy funkcj¡ fn, zale»n¡ od pewnej liczby nie-

znanych parametrów. W rozwa»anym przypadku przyjmujemy trzy nieznane para-

metry p(i)0 , p
(i)
1 , p

(i)
2 , a funkcj¦ fn postulujemy jako wielomian postaci

fn(t, ti) =
2∑
j=0

p
(i)
j Φj(t, ti), (7.18)
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przy czym funkcje bazowe Φj(t, ti) s¡ okre±lone wzgl¦dem punktu pomiarowego ti

b¦d¡cego ±rodkiem przedziaªu [ti−n, ti+n]. Wprowad¹my funkcj¦ bª¦du jako ró»nic¦

pomi¦dzy warto±ciami funkcji f , a warto±ciami wielomianu aproksymacyjnego fn

R(f(t)) = f(t)−
2∑
j=0

p
(i)
j Φj(t, ti). (7.19)

D¡»y si¦ do zminimalizowania funkcji

I =
l=i+n∑
l=i−n

[R(f(tl))]
2 =

l=i+n∑
l=i−n

(
f(tl)−

2∑
j=0

p
(i)
j Φj(tl, ti)

)2

. (7.20)

W tym celu musimy tak dobra¢ parametry p(i)0 , p
(i)
1 , p

(i)
2 , aby speªniony byª warunek

konieczny istnienia ekstremum funkcji I(p(i)0 , p
(i)
1 , p

(i)
2 ), tj.

∂I

∂p
(i)
k

= 0, (7.21)

dla k = 0, 1, 2. Ró»niczkuj¡c wyra»enie (7.20) wzgl¦dem zmiennej p(i)k , otrzymamy

−2
l=i+n∑
l=i−n

(
f(tl)−

2∑
j=0

p
(i)
j Φj(tl, ti)

)
Φk(tl, ti) = 0, (7.22)

dla k = 0, 1, 2. Po elementarnych przeksztaªceniach otrzymamy ukªad trzech równa«

postaci
2∑
j=0

p
(i)
j

i+n∑
l=i−n

Φk(tl, ti)Φj(tl, ti) =
i+n∑
l=i−n

f(tl)Φk(tl, ti), (7.23)

dla k = 0, 1, 2. Rozwi¡zaniem tego ukªadu s¡ poszukiwane parametry p(i)0 , p(i)1 , i p(i)2 .

Rozwi¡zania ukªadu równa« (7.23) mo»na przedstawi¢ jako kombinacj¦ liniow¡ po-

staci

p
(i)
j =

n∑
l=−n

p̂
(l)
j f(ti + hl), (7.24)

dla j = 0, 1, 2, gdzie symbolem p
(i)
j oznaczono wspóªczynniki centralnego schematu

aproksymuj¡cego pochodn¡ j-tego rz¦du. Wspóªczynniki te w ka»dym przedziale

[ti−n, ti+n] s¡ takie same.

W tabelach 7.4 i 7.5 przedstawiono warto±ci wspóªczynników p̂
(i)
1 oraz p̂(i)2 pomno-

»onych przez odpowiednio h i h2 i uzyskanych aproksymacyjn¡ metod¡ najmniej-

szych kwadratów dla pochodnych pierwszego i drugiego rz¦du. Dodatkowo, z ukªadu

równa« (7.23) mo»na otrzyma¢ wspóªczynniki p̂(i)0 wygªadzaj¡ce dane wej±ciowe. Ich

warto±ci przedstawiono w Tab. 7.3.
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Tabela 7.3. Warto±ci wspóªczynników p̂
(i)
0 uzyskanych metod¡ aproksymacji

n ti−4 ti−3 ti−2 ti−1 ti ti+1 ti+2 ti+3 ti+4

1 0 1 0

2 − 3
35

12
35

17
35

12
35

− 3
35

3 − 2
21

1
7

2
7

1
3

2
7

1
7

− 2
21

4 − 1
11

2
33

13
77

18
77

59
231

18
77

13
77

2
33

− 1
11

Tabela 7.4. Warto±ci wspóªczynników p̂
(i)
1 pomno»onych przez h uzyskanych metod¡ aprok-

symacji dla pochodnej pierwszego rz¦du

n ti−4 ti−3 ti−2 ti−1 ti ti+1 ti+2 ti+3 ti+4

1 −1
2

0 1
2

2 −1
5

− 1
10

0 1
10

1
5

3 − 3
28

− 1
14

− 1
28

0 1
28

1
14

3
28

4 − 1
15

− 1
20

− 1
30

− 1
60

0 1
60

1
30

1
20

1
15

Tabela 7.5. Warto±ci wspóªczynników p̂
(i)
2 pomno»onych przez h2 uzyskanych metod¡

aproksymacji dla pochodnej drugiego rz¦du

n ti−4 ti−3 ti−2 ti−1 ti ti+1 ti+2 ti+3 ti+4

1 1 −2 1

2 2
7

−1
7

−2
7

−1
7

2
7

3 5
42

0 − 1
14

− 2
21

− 1
14

0 5
42

4 2
33

1
66

− 4
231

− 17
462

− 10
231

− 17
462

− 4
231

1
66

2
33
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Tabela 7.6. Bª¦dy wzgl¦dne dla schematów ró»nicowych wygenerowanych metodami inter-

polacji oraz aproksymacji

n r0I r0A r1I r1A r2I r2A

5 0.00149 0.00068 0.17411 0.01367 53.49973 1.02947

10 0.00149 0.00049 0.20353 0.00554 58.7789 0.18962

20 0.00149 0.00035 0.22103 0.00461 60.36986 0.03741

W celu porównania dokªadno±ci obliczania pochodnej pierwszego i drugiego rz¦-

du za pomoc¡ schematów ró»nicowych wyprowadzonych metod¡ interpolacyjn¡ oraz

aproksymacyjn¡ wygenerowano zaburzone warto±ci funkcji f(t) = sin t w 1000 punk-

tach rozmieszczonych równomiernie z krokiem h = 0.01 w przedziale [0, 10]. Zaburze-

nia funkcji uzyskano za pomoc¡ próby losowej o rozkªadzie normalnym z warto±ci¡

oczekiwan¡ równ¡ warto±ci funkcji f(ti), gdzie i = 0, 1, 2, ..., 1000 oraz odchyleniu

standardowym σ = 0.001. Warto±¢ odchylenia standardowego σ jest zbli»ona do do-

kªadno±ci urz¡dze« pomiarowych zastosowanych do wykonania do±wiadcze« opisa-

nych w poprzednich rozdziaªach. Pochodne obliczono przy zastosowaniu schematów

ró»nicowych dla n = {5, 10, 20}.
W tabeli 7.6 zestawiono warto±ci bª¦du wzgl¦dnego dla wygªadzonej funkcji (tyl-

ko w przypadku schematów aproksymacyjnych) oraz dla pochodnej pierwszego i dru-

giego rz¦du przy zastosowaniu schematów ró»nicowych wygenerowanych metodami

interpolacji oraz aproksymacji dla ustalonej liczby w¦zªów. Bª¦dy wzgl¦dne dla po-

dej±cia interpolacyjnego rI oraz aproksymacyjnego rA obliczane s¡ za pomoc¡ normy

l2, zgodnie z poni»szymi wzorami

r
(k)
I =

||e(k)I ||l2
||f (k)(ti)||l2

, r
(k)
A =

||e(k)A ||l2
||f (k)(ti)||l2

, (7.25)

gdzie k = 0, 1, 2 oznacza rz¡d pochodnej, a

e
(k)
I (ti) = f

(k)
I (ti)− f (k)(ti), e

(k)
A (ti) = f

(k)
A (ti)− f (k)(ti), (7.26)

gdzie f (k)
I i f (k)

A oznaczaj¡ przybli»one warto±ci pochodnej rz¦du k uzyskane odpo-

wiednio metodami interpolacji i aproksymacji.

Na rysunkach 7.1a oraz 7.2a przedstawiono przybli»enie pochodnych drugiego

rz¦du dla zaburzonej funkcji f(t) = sin t otrzymanych odpowiednio metod¡ aprok-

symacyjnych i interpolacyjnych schematów ró»nicowych. Rysunki 7.1b oraz 7.2b

ilustruj¡ ró»nice pomi¦dzy warto±ciami pochodnej drugiego rz¦du dokªadn¡, a przy-

bli»on¡ uzyskan¡ metod¡ aproksymacyjn¡ dla n = 20. Ze wzgl¦du na du»¡ ró»ni-

c¦ warto±ci pomi¦dzy funkcjami w metodzie interpolacyjnej przedstawiono losowy

89



przedziaª czasowy t ∈ [0.3; 0.5]. Wykres pochodnej drugiego rz¦du f ′′(t) = − sin t

przyjmuje warto±ci z przedziaªu [−1, 1], co znacz¡co odbiega od uzyskanych wyników

metod¡ interpolacyjn¡, gdzie rezultaty osi¡gaj¡ nawet warto±ci stukrotnie wi¦ksze

ni» oczekiwane (patrz Rys. 7.2b).

a) b)
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Rysunek 7.1. Wykres: a) pochodnej drugiego rz¦du i jej przybli»enie metod¡ aproksyma-

cyjn¡ dla n = 20, b) ró»nicy pomi¦dzy warto±ciami pochodnej drugiego rz¦du dokªadn¡,

a warto±ciami przybli»onymi uzyskanymi metod¡ aproksymacyjn¡ dla n = 20
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Rysunek 7.2. Wykres: a) pochodnej drugiego rz¦du i jej przybli»enie metod¡ interpola-

cyjn¡ dla n = 20, b) ró»nicy pomi¦dzy warto±ciami pochodnej drugiego rz¦du dokªadn¡,

a warto±ciami przybli»onymi uzyskanymi metod¡ interpolacyjn¡ dla n = 20

W dalszej cz¦±ci pracy, ze wzgl¦du na zdecydowan¡ przewag¦ schematów ró»-

nicowych wygenerowanych metod¡ aproksymacyjn¡ nad schematami otrzymanymi

drog¡ interpolacyjn¡, ograniczono si¦ do zastosowania metody aproksymacyjnej.
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7.3. Wyznaczanie pr¦dko±ci k¡towych i przyspiesze«

k¡towych wahadªa

W celu oszacowania wspóªczynników tªumienia, tj. wyznaczenia zakresu warto±ci,

w których znajduj¡ si¦ optymalne warto±ci β1, β2 i βa, postanowiono przeprowadzi¢

identy�kacj¦ oraz estymacj¦ nieznanych wspóªczynników za pomoc¡ metod anali-

zy statystycznej, przyjmuj¡c jako kryterium speªnienie ró»niczkowych równa« ru-

chu. Przedziaª, w którym mog¡ znajdowa¢ si¦ wspóªczynniki tªumienia wyznaczono

jedynie dla wyników uzyskanych metod¡ gradientow¡, uwzgl¦dniaj¡c jednocze±nie

wszystkie mo»liwe kon�guracje pocz¡tkowe k dla zagadnienia pocz¡tkowego (4.37).

W pierwszym kroku nale»y obliczy¢ wektory pr¦dko±ci i przyspiesze« k¡towych.

Oznaczmy przez φj
i wektor danych pomiarowych, gdzie i = 0, 1, 2, ..., N , oznacza

i-t¡ chwil¦ czasow¡ pomiaru, a j = {100, 150, 200, 300} mm, jest dªugo±ci¡ wahadªa.

Poprzez obliczenie warto±ci pochodnych wektora φj
i wzgl¦dem bezwymiarowego cza-

su τ , z zastosowaniem aproksymacyjnych centralnych schematów ró»nicowych (jakie

wyprowadzono w rozdziale 7.2), otrzymano poszukiwane wektory ωj
i oraz ε

j
i . W celu

dokªadnego obliczenia pochodnych zastosowano schematy 17, 19, 21 i 31-punktowe

dla odpowiednio wahadeª o dªugo±ci 100, 150, 200 i 300 mm. Zró»nicowanie dªugo±ci

przedziaªu schematów aproksymacyjnych wynika z przeprowadzonej analizy bª¦du

pomi¦dzy przybli»eniem numerycznym a wynikami do±wiadczalnymi. Dla wahadeª

o wi¦kszej dªugo±ci konieczne byªo stosowanie szerszych schematów ze wzgl¦du na

mniej precyzyjne pomiary w eksperymencie. Wahadªo o dªugo±ci 300 mm byªo re-

jestrowane za pomoc¡ szybkiej kamery z wi¦kszej odlegªo±ci ni» wahadªa krótsze.

Zatem przyj¦to n = {8, 9, 10, 15} we wzorze (7.14).

a) b)
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Rysunek 7.3. Wykres a) pr¦dko±ci k¡towej, b) przyspieszenia k¡towego w zale»no±ci od

bezwymiarowego czasu dla wahadªa o dªugo±ci 100 mm przy pocz¡tkowym wychyleniu 60o
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Na rysunku 7.3 przedstawiono wykresy pr¦dko±ci i przyspiesze« k¡towych dla

wahadªa o dªugo±ci L = 100 mm i pocz¡tkowym wychyleniu 60o wyznaczonych za

pomoc¡ centralnych aproksymacyjnych schematów ró»nicowych. Wykresy 7.3a oraz

7.3b przedstawiaj¡ odpowiednio pochodn¡ pierwszego i drugiego rz¦du obliczon¡

z danych pomiarowych zilustrowanych na Rys. 5.16. Ze wzgl¦du na zastosowanie

centralnych schematów ró»nicowych nale»aªo usun¡¢ n pierwszych i n ostatnich chwil

czasowych, co jest w szczególno±ci widoczne na Rys. 7.3b, gdzie przesuni¦to pocz¡tek

fazy rejestracji.

7.4. Identy�kacja wspóªczynników trójparametrowego

modelu siªy oporu o±rodka poprzez minimalizacj¦ bª¦du

speªnienia równa« ruchu

W rozdziale 6 pracy zaprezentowano wyniki identy�kacji parametrów dla ró»nych

modeli siª oporu. Ze wzgl¦du na najwi¦ksz¡ zbie»no±¢ modelu (4.37), tj. z trzema

wspóªczynnikami tªumienia, tylko to zagadnienie poddano kolejnej analizie za pomo-

c¡ metody minimalizacji bª¦du speªnienia równa«, przy pomocy której otrzymano

oszacowanie badanych parametrów. Metoda ta pozwala na dokªadniejsze dopasowa-

nie modelu do danych empirycznych oraz zrozumienie, w jaki sposób poszczególne

parametry wpªywaj¡ na jego dziaªanie.

Sformuªujmy na podstawie równania (4.37) równania dyskretne postaci

(1 + βa) ε
j
i + β1ω

j
i + β2|ωj

i |ω
j
i + sin

(
φj
i

)
= 0, (7.27)

gdzie i = 0, 1, 2, ..., N , oznacza i-t¡ chwil¦ czasow¡ pomiaru, a j = {100, 150, 200, 300}
mm, jest dªugo±ci¡ wahadªa. W równaniu (7.27) uwzgl¦dniono trzy bezwymiarowe

wspóªczynniki tªumienia β1, β2 i βa, a pochodne pierwszego i drugiego rz¦du zast¡-

piono odpowiadaj¡cymi im wektorami pr¦dko±ci i przyspieszenia k¡towego. Oznacz-

my przez

Rj
i = −

(
β1ω

j
i + β2|ωj

i |ω
j
i + βaε

j
i

)
(7.28)

warto±¢ siªy oporu powietrza dziaªaj¡cej na wahadªo w i-tej chwili. Oznaczaj¡c sym-

bolem

Lj
i = εji + sin

(
φj
i

)
(7.29)

warto±¢ pozostaªych skªadników równania (7.27) w i-tej chwili, równanie (7.27) za-

piszemy nast¦puj¡co

Lj
i = Rj

i . (7.30)
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Metoda minimalizacji bª¦du speªnienia równa« oparta jest na metodzie najmniej-

szych kwadratów, w której d¡»y si¦ do minimializacji funkcji nast¦puj¡cej postaci:

I(β1, β2, βa) =
N∑
i=1

(
Lj
i −Rj

i

)2
. (7.31)

W tym celu nale»y tak dobra¢ parametry β1, β2 i βa, aby speªniony byª warunek

konieczny isnienia ekstremum funkcjonaªu I(β1, β2, βa), tj.

∂I

∂βp
= 0, (7.32)

gdzie p = 1, 2, a. Ró»niczkuj¡c wyra»enie (7.31) wzgl¦dem zmiennych βp, otrzymano

nast¦puj¡cy ukªad trzech równa« liniowych postaci
β1ω

j
i · ω

j
i + β2|ωj

i |ω
j
i · ω

j
i + βaε

j
i · ω

j
i = −Lj

i · ω
j
i

β1ω
j
i · ω

j
i

∣∣ωj
i

∣∣+ β2|ωj
i |ω

j
i · ω

j
i

∣∣ωj
i

∣∣+ βaε
j
i · ω

j
i

∣∣ωj
i

∣∣ = −Lj
i · ω

j
i

∣∣ωj
i

∣∣
β1ω

j
i · ε

j
i + β2|ωj

i |ω
j
i · ε

j
i + βaε

j
i · ε

j
i = −Lj

i · ε
j
i

, (7.33)

którego rozwi¡zaniem s¡ poszukiwane wspóªczynniki tªumienia β1, β2 oraz βa dla

dowolnej dªugo±ci wahadªa j. Obliczone warto±ci wspóªczynników β1, β2 i βa przed-

stawiono w Tab. 7.7.

Tabela 7.7. Warto±ci wspóªczynników β1, β2 i βa otrzymane metod¡ minimalizacji bª¦du

speªnienia równa«.

L [mm] β1 β2 βa

100 6.090 · 10−3 1.113 · 10−2 3.520 · 10−2

150 6.110 · 10−3 1.113 · 10−2 2.725 · 10−2

200 8.302 · 10−3 1.196 · 10−2 2.021 · 10−2

300 8.329 · 10−3 1.629 · 10−2 2.411 · 10−2

Na rysunku 7.4 przedstawiono porównanie warto±ci wektora Rj
i obliczonych

z wzoru (7.28) (kolor czerwony) oraz warto±ci wektora Lj
i z wzoru (7.29) (kolor

czarny). Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e oba wykresy maj¡ malej¡c¡ amplitud¦ oraz wyka-

zuj¡ zgodno±¢ fazy. Niedokªadno±ci wynikaj¡ z obliczenia pochodnej rz¦du drugiego,

która generuje najwi¦ksze bª¦dy (tak jak pokazano w Rozdziale 7.2 dla funkcji sin t).

W tabeli 7.8 przedstawiono warto±ci normy w przestrzeni l2 ka»dego ze skªadni-

ków wzoru (7.28) obliczonej wedªug nast¦puj¡cej formuªy:

||v||l2 =
1

n

√√√√ n∑
i=1

v2i , (7.34)
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Rysunek 7.4. Wykres wektora Rj
i obliczonego z wzoru (7.28) (kolor czerwony) oraz Rj

i

z wzoru (7.29) (kolor czarny) dla k = 1.

dla wahadªa o ka»dej dªugo±ci. Warto±ci wspóªczynników przyj¦to na podstawie

wyników otrzymanych metod¡ minimalizacji bª¦du speªnienia równa«, tj. zamiesz-

czonych w Tab. 7.7.

Tabela 7.8. Warto±ci norm poszczególnych skªadników siª oporu powietrza

L [mm] ||β1ωj
i || ||β2ωj

i |ω
j
i | || ||βaεji ||

100 3.862 · 10−5 7.518 · 10−5 1.900 · 10−4

150 4.377 · 10−5 8.744 · 10−5 1.682 · 10−4

200 6.951 · 10−5 1.079 · 10−4 1.458 · 10−4

300 7.035 · 10−5 1.483 · 10−4 1.754 · 10−4

Mo»na zauwa»y¢, »e najmniejsze warto±ci normy otrzymano dla skªadnika pro-

porcjonalnego do pr¦dko±ci. Wobec tego oszacowany przedziaª dla warto±ci wspóª-

czynnika β1 b¦dzie najszerszy. W celu oszacowania przedziaªów dla wspóªczynników

β1, β2 i βa wyznaczono warto±ci bª¦dów z nast¦puj¡cego wzoru [19]:

∆β =

√∑n
i=1(R

j
i (β)−Lj

i )
2

n− v̂
cov(β)F−1(t(µ0, σ0, v̂), δ), (7.35)

dla β = [β1, β2, βa] i ∆β = [∆β1,∆β2,∆βa], gdzie warto±ci wektora Rj
i (β) s¡ wyra-

»one przez wzór (7.28) z parametrami przedstawionymi w Tab. 7.7, warto±ci wektora

Lj
i s¡ wyznaczone zgodnie z wzorem (7.29), cov(β) jest wektorem kowariancji po-

wstaªym z ukªadu równa« (7.33), natomiast F−1(t(µ, σ, v̂), δ) oznacza odwrotn¡ dys-
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trybuant¦ standaryzowanego rozkªadu t Studenta4 o warto±ci oczekiwanej µ0 = 0,

odchyleniu standardowym σ0 = 1, liczbie stopni swobody v̂ = 3 (ze wzgl¦du na

liczb¦ estymowanych parametrów) i przedziale ufno±ci δ = 0.95. Wektor kowariancji

cov(β) jest przek¡tn¡ macierzy odwrotnej do macierzy charakterystycznej ukªadu

równa« (7.33). Warto±¢ elementów tego wektora zale»¡ od dªugo±ci wahadªa, wspóª-

czynników β oraz od zastosowanego schematu aproksymacyjnego.

Warto±ci wektora∆β dla poszczególnych dªugo±ci wahadªa przedstawiono w Tab.

7.9. Na podstawie warto±ci wspóªczynników β1, β2 i βa otrzymanych za pomoc¡ me-

tody minimalizacji bª¦du speªnienia równa« ruchu oraz odpowiadaj¡cych im oszaco-

wa« ∆β1, ∆β2 i ∆βa uzyskano minimalne i maksymalne warto±ci bezwymiarowych

wspóªczynników tªumienia, które zaprezentowano w Tab. 7.10.

Tabela 7.9. Warto±ci oszacowa« ∆β1, ∆β2 i ∆βa otrzymane za pomoc¡ wzoru (7.35)

L [mm] ∆β1 ∆β2 ∆βa

100 4.236 · 10−3 3.931 · 10−3 1.744 · 10−3

150 4.498 · 10−3 4.050 · 10−3 1.811 · 10−3

200 3.671 · 10−3 3.199 · 10−3 1.486 · 10−3

300 2.765 · 10−3 2.459 · 10−3 1.105 · 10−3

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e najwi¦ksze oszacowania wyst¦puj¡ dla wspóªczynnika

β1. Zwi¡zane jest to z tym, »e warto±¢ normy skªadnika siªy oporu proporcjonalnego

do pr¦dko±ci osi¡ga najmniejsz¡ warto±¢, wi¦c wpªyw bª¦dów pomiarowych, bª¦-

dów aproksymacji i uproszcze« modelowych jest w przypadku tego wspóªczynnika

najbardziej znacz¡cy.

Nale»y doda¢, »e przedziaªy ufno±ci dla wspóªczynnika β1 s¡ szerokie, to znaczy

bª¡d wzgl¦dny oszacowa« wynosi mi¦dzy 20%, a 40%. Przedziaªy dla wspóªczynni-

ków β2 i βa s¡ natomiast zdecydowanie mniejsze i ich bª¡d wzgl¦dny w przybli»eniu

wynosi do 5%. Bª¦dy te wynikaj¡ z ró»niczkowania numerycznego, które generuje

znacz¡cy bª¡d, zwªaszcza przy obliczaniu pochodnej drugiego rz¦du. Dodatkowym

aspektem generuj¡cym tak du»y przedziaª jest wzi¦cie pod uwag¦ wszystkich kon�-

guracji pocz¡tkowych k w jednym badaniu statystycznym. Niemniej jednak, warto±ci

wszystkich wspóªczynników trójparametrowego modelu siªy oporu powietrza wyzna-

czone metod¡ gradientow¡ nale»¡ do odpowiednich przedziaªów wyspecy�kowanych

4 Warto±¢ oczekiwana i odchylenie standardowe w standaryzowanym rozkªadzie t Studenta

przyjmuj¡ zawsze warto±ci odpowiednio 0 i 1.



Tabela 7.10. Minimalne i maksymalne warto±ci wspóªczynników tªumienia β1 β2 oraz βa.

L = 100 mm L = 150 mm

βmin βmax βmin βmax

β1 1.930 · 10−3 1.040 · 10−2 1.612 · 10−3 1.061 · 10−2

β2 7.207 · 10−3 1.507 · 10−3 7.278 · 10−3 1.538 · 10−2

βa 3.335 · 10−2 3.694 · 10−2 2.543 · 10−2 2.906 · 10−2

L = 200 mm L = 300 mm

βmin βmax βmin βmax

β1 4.631 · 10−3 1.197 · 10−2 5.564 · 10−3 1.109 · 10−2

β2 8.760 · 10−3 1.516 · 10−2 1.383 · 10−2 1.875 · 10−2

βa 1.872 · 10−2 2.170 · 10−2 2.300 · 10−2 2.521 · 10−2

w Tab. 7.10 i wyznaczonych metod¡ minimalizacji bª¦du speªnienia ró»niczkowych

równa« ruchu wahadªa.
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8. Identy�kacja parametrów dla modelu

siªy oporu z trzema parametrami w ruchu

przestrzennym z ruchomym punktem

zawieszenia

8.1. Wprowadzenie

W rozdziale czwartym wyprowadzono równania ruchu, które stanowi¡ mate-

matyczn¡ podstaw¦ opisu zachowania wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia.

Przedstawiono zarówno równania dla ruchu nieustalonego, jak i ustalonego. W ruchu

ustalonym wahadªa wspóªrz¦dne uogólnione α i β pozostaj¡ staªe w czasie, a rów-

nania ruchu (4.77)�(4.78) upraszczaj¡ si¦ do równa« algebraicznych (4.98)�(4.99).

W rozdziale pi¡tym omówiono przeprowadzony eksperyment, w którym rejestrowano

ruch ustalony wahadªa, wyznaczaj¡c warto±ci k¡tów αu i βu w zale»no±ci od dªugo±ci

wahadªa oraz od parametrów wymuszenia kinematycznego (patrz Tab. 5.5).

Bior¡c pod uwag¦ spostrze»enia wynikaj¡ce z wery�kacji rozpatrywanych trzech

modeli siªy oporu w do±wiadczeniach z wahadªem w ruchu pªaskim, w niniejszym

rozdziale skupimy si¦ na identy�kacji wspóªczynników tylko dla trójparametrowego

modelu siªy oporu. Identy�kacja zostaªa przeprowadzona na podstawie pomiarów

wspóªrz¦dnych uogólnionych i parametrów wymuszenia kinematycznego dla stanu

ustalonego. Jako metod¦ optymalizacji zastosowano metod¦ najmniejszych kwadra-

tów.

Ze wzgl¦du na du»¡ czuªo±¢ zagadnienia identy�kacji na bª¦dy pomiarowe, któ-

rych z uwagi na pewne ograniczenia nie mo»na byªo wyeliminowa¢, uzyskane wyniki

okazaªy si¦ niewiarygodne. Z tego powodu przeprowadzono numeryczn¡ symula-

cj¦ eksperymentu. Przyjmuj¡c warto±ci wspóªczynników trójparametrowego modelu

z do±wiadcze« wykonanych dla wahadªa w ruchu pªaskim, rozwi¡zano zagadnienie

ruchu wahadªa (4.77)�(4.78) z warunkami pocz¡tkowymi (4.96)�(4.97). Na skutek

dyssypacji energii ruch ukªadu po pewnym czasie osi¡ga stan ustalony. Zaburzone

w sposób losowy warto±ci wspóªrz¦dnych punktów odpowiadaj¡cych lokalizacji mar-

kerów na pr¦cie zostaªy przyj¦te jako dane w procesie identy�kacji wspóªczynników



modelu siªy oporu powietrza. Przeprowadzenie takiej symulacji pozwoliªo przetesto-

wa¢ proponowan¡ metod¦.

8.2. Sformuªowanie zagadnienia optymalizacji

W celu identy�kacji wspóªczynników tªumienia c1, c2 oraz ca dla równa« ru-

chu (4.98)�(4.99) w stanie ustalonym w ruchu przestrzennym wahadªa z ruchomym

punktem zawieszenia zastosowano metod¦ najmniejszych kwadratów. Metod¦ t¦ za-

prezentowano ju» w rozdziale 7.4. Zaproponowana we wcze±niejszych rozdziaªach

metoda gradientowa nie mo»e zosta¢ zastosowana, poniewa» równania ruchu w sta-

nie ustalonym nie zawieraj¡ pochodnych. Równie» metoda bisekcji nie znajduje dla

tego ukªadu zastosowania ze wzgl¦du na brak unimodalno±ci rozwi¡zania przy za-

gadnieniu, w którym identy�kowane s¡ trzy parametry.

Oznaczmy przez L1 i R1 oraz przez L2 i R2 odpowiednio lew¡ i praw¡ stron¦

równa« (4.98) i (4.99), tzn.

L
{k,L}
1 =

1

2
mgL sinαu−

1

2
mω2RL cosαu cos βu−

(
1

2
I0 +

1

8
mL2

)
ω2 sin (2αu), (8.1)

L
{k,L}
2 =

1

2
mω2RL sinαu sin βu, (8.2)

R
{k,L}
1 = Q̂(1)

αu
=

1

6
caL

2ω2 cosαu (3R cos βu + 2L sinαu)−
1

2
c1L

2ωR cosαu sin βu

+wαuc2,

(8.3)

R
{k,L}
2 = Q̂

(1)
βu

= −1

2
caL

2ω2R sinαu sin βu −
1

6
c1L

2 sinαu (3ωR cos βu + 2Lω sin βu)

+wβuc2,

(8.4)

gdzie wα i wβ oznaczaj¡ warto±ci caªek wyst¦puj¡cych odpowiednio w równaniach

(C.9) i (C.10) (patrz Dodatek C � ze wzgl¦du na rozbudowan¡ form¦ wzorów po-

stanowiono ich nie prezentowa¢ w pracy), natomiast k = {1, 2, 3, 4} oznacza przy-

pisan¡ do dªugo±ci wahadªa pr¦dko±¢ k¡tow¡ ω silnika krokowego. Nale»y zwró-

ci¢ uwag¦, »e wszystkie wielko±ci wyst¦puj¡ce w równaniach (8.1)�(8.2) s¡ znane.

Identy�kacj¦ parametrów tªumienia przeprowadzono dla czterech dªugo±ci wahadªa

L = {100, 150, 200, 300} mm. Warto±¢ masy m i momentu bezwªadno±ci I0 w zale»-

no±ci od dªugo±ci wahadªa L przedstawiono w Tab. 5.2 (wyznaczone na podstawie

oblicze« opisanych w Dodatku A), warto±ci pr¦dko±ci k¡towej ω tarczy zaprezento-

wano w Tab. 5.4, a warto±ci wspóªrz¦dnych uogólnionych α i β przedstawiono w Tab.
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5.5. Przyspieszenie ziemskie jest równe g = 9.81 m/s2, a promie« tarczy, po której

porusza si¦ punkt zawieszenia, jest równy R = 37 mm. W zwi¡zku z powy»szym

warto±ci wyra»e« L{k,L}
1 i L{k,L}

2 dla ka»dej pary (k, L) przyjmuj¡ staª¡ warto±¢.

Identy�kacj¦ parametrów c1, c2 oraz ca przeprowadzono dla ka»dej dªugo±ci waha-

dªa L uwzgl¦dniaj¡c wyniki uzyskane dla czterech pr¦dko±ci k¡towych k. Ze wzgl¦du

na znacz¡c¡ ró»nic¦ warto±ci wyra»e« L{k,L}
1 i L{k,L}

2 wprowadzono do funkcji celu

wspóªczynniki wagowe w{k,L}
1 i w{k,L}

2 , które okre±lone s¡ nast¦puj¡co:

w
{k,L}
1 =

maxk,L{|L{k,L}
1 |, |L{k,L}

2 |}
|L{k,L}

1 |
, (8.5)

w
{k,L}
2 =

maxk,L{|L{k,L}
1 |, |L{k,L}

2 |}
|L{k,L}

2 |
. (8.6)

Funkcj¦ celu dla wahadªa o dªugo±ci L zde�niowano nast¦puj¡co:

fL =
4∑

k=1

[
w

{k,L}
1

(
L
{k,L}
1 −R

{k,L}
1

)2
+ w

{k,L}
2

(
L
{k,L}
2 −R

{k,L}
2

)2]
. (8.7)

Wmetodzie najmniejszych kwadratów d¡»y si¦ do minimalizacji funkcji (8.7). W tym

celu nale»y dobra¢ tak parametry c1, c2 i ca, aby speªniony byª warunek konieczny

istnienia ekstremum funkcji fL, tj.

∂fL
∂c1

= 0,
∂fL
∂c2

= 0,
∂fL
∂ca

= 0. (8.8)

Równania (8.8) tworz¡ ukªad trzech równa« algebraicznych z trzema niewiadomymi.

Jego rozwi¡zaniem s¡ poszukiwane parametry trójparametrowego modelu siªy oporu.

8.3. Wyniki identy�kacji na podstawie danych

eksperymentalnych

Wyniki optymalizacji przeprowadzonej zgodnie z algorytmem opisanym w roz-

dziale 8.2, w której otrzymano warto±ci wspóªczynników c1, c2 oraz ca, przedstawio-

no w Tab. 8.1. Oprócz warto±ci wspóªczynników tªumienia, przedstawiono warto±¢

funkcji celu fL na podstawie ka»dej dªugo±ci wahadªa L.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e podane w Tab. 8.1 warto±ci funkcji celu s¡ zbli»o-

ne do zera, co mo»e ±wiadczy¢ o poprawnym przebiegu procedury optymalizacji.

Wspóªczynnik ca dla wahadªa o ka»dej dªugo±ci przyjmuje warto±ci ujemne, co jest

nieuzasadnione z �zycznego punktu widzenia i ±wiadczy o tym, »e pomiary obar-

czone byªy zbyt du»ym bª¦dem, którego nie udaªo si¦ wyeliminowa¢, powtarzaj¡c
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Tabela 8.1. Warto±ci wspóªczynników c1, c2 oraz ca i odpowiadaj¡ce im warto±ci funkcji

celu (8.7). Wyniki uzyskane metod¡ najmniejszych kwadratów dla danych do±wiadczalnych.

L = 100 mm L = 150 mm L = 200 mm L = 300 mm

c1 [
kg

m·s ] −1.261 · 10−3 2.526 · 10−3 3.896 · 10−4 3.455 · 10−5

c2 [
kg

m2 ] 1.280 · 10−3 −5.769 · 10−4 1.000 · 10−3 9.243 · 10−4

ca [
kg

m
] −5.966 · 10−2 −3.217 · 10−2 −4.402 · 10−2 −3.808 · 10−2

fL 5.394 · 10−8 4.559 · 10−8 1.517 · 10−7 1.792 · 10−7

eksperyment. W sytuacji, gdy jeden z identy�kowanych wspóªczynników modelu nie

speªnia oczekiwanych warunków, warto±ci pozostaªych wspóªczynników nale»y tak»e

uzna¢ za niewiarygodne.

W celu wery�kacji otrzymanych wyników, postanowiono podda¢ optymalizacji

te same dane pomiarowe i t¦ sam¡ funkcj¦ celu przy u»yciu funkcji FindMinumum

programu Mathematica, ale z warunkami, »e wszystkie identy�kowane parametry

s¡ dodatnie. Warto±ci parametru ca w ka»dym badanym przypadku byªy bliskie

zero, a warto±¢ funkcji celu byªa o trzy rz¦dy wielko±ci wi¦ksza ni» w wynikach

przedstawionych w Tab. 8.1.

8.4. Wyniki identy�kacji wspóªczynników tªumienia na

podstawie numerycznej symulacji eksperymentu

Wyniki identy�kacji na podstawie danych do±wiadczalnych przyniosªy wiele w¡t-

pliwo±ci co do metody optymalizacji lub poprawno±ci danych uzyskanych z pomiaru.

W zwi¡zku z tym postanowiono rozwi¡za¢ zagadnienie pocz¡tkowe wahadªa z ru-

chomym punktem zawieszenia, a nast¦pnie wygenerowa¢ numerycznie wspóªrz¦dne

punktów markerów � tych samych jakie uzyskano w eksperymencie.

Zagadnienie ruchu wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia w stanie nieusta-

lonym jest zbudowane z równa« ruchu (4.77)�(4.78) oraz z warunków pocz¡tkowych

(4.95)�(4.97). W zagadnieniu pocz¡tkowych prostym (zwanym równie» jako zagad-

nieniem bezpo±rednim) celem jest znalezienie rozwi¡zania równania ró»niczkowego,

czyli wspóªrz¦dnych uogólnionych α i β w czasie, gdy znane s¡ wszystkie warun-

ki pocz¡tkowe oraz parametry równania. W równaniach ruchu w stanie nieustalo-

nym nieznane s¡ jedynie wspóªczynniki tªumienia c1, c2 oraz ca. W zwi¡zku z tym

postanowiono przyj¡¢ te parametry na podstawie wyników uzyskanych dla opty-

malizacji gradientowej wahadªa w ruchu pªaskim (patrz Tab. 6.5). Bezwymiarowe
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wspóªczynniki β1, β2 i βa przeliczono za pomoc¡ formuª (4.38) na odpowiadaj¡ce im

wspóªczynniki wymiarowe i ich warto±ci zaprezentowano w Tab. 8.2.

Tabela 8.2. Zastosowane warto±ci wspóªczynników c1, c2 i ca do rozwi¡zania ukªadu równa«

ró»niczkowych (4.77)�(4.78) z warunkami pocz¡tkowymi (4.95)�(4.97).

L = 100 mm L = 150 mm L = 200 mm L = 300 mm

c1 [
kg

m·s ] 9.489 · 10−3 4.760 · 10−3 4.817 · 10−3 3.172 · 10−3

c2 [
kg

m2 ] 2.260 · 10−2 1.118 · 10−2 7.674 · 10−3 5.418 · 10−3

ca [
kg

m
] 4.337 · 10−1 1.789 · 10−1 8.336 · 10−2 5.961 · 10−2

Warunki pocz¡tkowe dla równa« ruchu w stanie nieustalonym przyj¦to zero-

we, tzn. wahadªo w chwili pocz¡tkowej znajdowaªo si¦ w spoczynku. Jedyn¡ nie-

zb¦dn¡ mody�kacj¡ w warunkach pocz¡tkowych byªo zast¡pienie pr¦dko±ci w chwili

t = 0 impulsem (patrz Rozdziaª 4.2.2) ze wzgl¦du na osobliwo±¢ przy rozwi¡zy-

waniu zagadnienia w tej chwili. Zagadnienie pocz¡tkowe rozwi¡zano numerycznie

za pomoc¡ funkcji NDSolve programu Mathematica, która realizowaªa algorytm

Adamsa-Bashfortha. Przykªadowe rozwi¡zanie dla L = 100 mm, ω = 3.53 obr/s

i wspóªczynników tªumienia zaprezentowanych w Tab. 8.2 przedstawiono na Rys.

8.1.

a) b)

50 100 150 200
t [s]

0.5

1.0

1.5

2.0
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α [rad]

50 100 150 200
t [s]

-2

-1

1

2

β [rad]

Rysunek 8.1. Rozwi¡zanie numeryczne ukªadu przestrzennego z ruchomym punktem za-

wieszenia dla wahadªa o dªugo±ci L = 100 mm i k = 1: a) wspóªrz¦dna uogólniona α(t),

b) wspóªrz¦dna uogólniona β(t). Rozwi¡zanie uzyskane w przedziale t ∈ [0, 200] s.

Wykresy α(t) i β(t) przedstawione na Rys. 8.1 charakteryzuj¡ si¦ uzyskaniem

stanu ustalonego. Ich warto±ci w chwili t = 200 s dla ró»nych pr¦dko±ci obrotowej

punktu zawieszenia k zaprezentowano w Tab. 8.3.

Porównuj¡c wyniki z wynikami uzyskanymi z pomiarów (patrz Tab. 5.5) mo»na

zauwa»y¢ spadek k¡ta α i wzrost k¡ta β wraz ze zmniejszaniem pr¦dko±ci k¡towej
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Tabela 8.3. Warto±ci α i β dla wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia. Wyniki otrzy-

mane z wyników numerycznych

k
L = 100 mm L = 150 mm

α [rad] α [deg] β [rad] β [deg] α [rad] α [deg] β [rad] β [deg]

1 1.5539 89.03 −0.0289 −1.657 1.5450 88.52 −0.0479 −2.747

2 1.5363 88.02 −0.0303 −1.737 1.5181 86.98 −0.0497 −2.850

3 1.5169 86.91 −0.0315 −1.803 1.4884 85.277 −0.0511 −2.930

4 1.4932 85.55 −0.0326 −1.867 1.4520 83.195 −0.0524 −3.003

k
L = 200 mm L = 300 mm

α [rad] α [deg] β [rad] β [deg] α [rad] α [deg] β [rad] β [deg]

1 1.5248 87.364 −0.0845 −4.839 1.5081 86.41 −0.1329 −7.613

2 1.4989 85.881 −0.0869 −4.981 1.4728 84.39 −0.1360 −7.792

3 1.4584 83.560 −0.0898 −5.145 1.4295 81.91 −0.1386 −7.940

4 1.4088 80.716 −0.0922 −5.283 1.3782 78.96 −0.1403 −8.041

tarczy ω. Dla wyników otrzymanych z do±wiadczenia nie znaleziono »adnej tendencji

w zachowaniu si¦ wspóªrz¦dnej uogólnionej β. Warto±ci k¡ta β s¡ do siebie zbli»one

w obu badanych przypadkach, natomiast dla k¡ta α otrzymano mniejsz¡ ró»nic¦ dla

wyników uzyskanych numerycznie ni» w przypadku eksperymentalnym w zale»no±ci

od pr¦dko±ci ω. Mo»e by¢ to spowodowane nieprawidªowym doborem wspóªczynni-

ków tªumienia, które przyj¦to z wyników uzyskanych dla wahadªa w ruchu pªaskim.

Wspóªczynniki te dla wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia mog¡ w rzeczywi-

sto±ci przyjmowa¢ inne warto±ci.

W dalszym kroku wspóªrz¦dne poªo»enia markerów A i B wygenerowano w za-

burzony sposób losowy. Niech

PA(t) = {xA(t), yA(t), zA(t)}, PB(t) = {xB(t), yB(t), zB(t)} (8.9)

b¦d¡ wspóªrz¦dnymi odpowiednio markera A i B otrzymanymi z rozwi¡zania nume-

rycznego zagadnienia pocz¡tkowego w stanie nieustalonym dla wahadªa z ruchomym

punktem zawieszenia. W celu otrzymania wspóªrz¦dnych dyskretnych o cz¦stotliwo-

±ci zgodnej z systemem BTS, przyj¦to

t = {0.004(i− 1)} (8.10)

dla i = 1, 2, ..., N , gdzie N = 50000 oznacza ko«cow¡ klatk¦ dla rozwi¡zania nume-

rycznego odpowiadaj¡c¡ t = 200 s. Wspóªrz¦dne markerów A i B b¦d¡ce wektorem
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losowym o rozkªadzie normalnym mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

P̂A(t) ∼ N (µA, σ0), P̂B(t) ∼ N (µB, σ0), (8.11)

gdzie µA i µB s¡ wektorami warto±ci oczekiwanych i wynosz¡ odpowiednio PA(t)

oraz PB(t), a σ0 jest odchyleniem standardowym. Nast¦pnie zaburzone losowe wek-

tory markerów A i B skrócono do stanu ustalonego, czyli do ostatnich 50 sekund

rozwi¡zania numerycznego (patrz Rys. 8.1), tzn. i = 37501, 37502, ..., N dla wzoru

(8.10). Na rysunku 8.2 porównano poªo»enia wspóªrz¦dnych markerów PA(t) i PB(t)

otrzymanych z rozwi¡zania numerycznego zagadnienia pocz¡tkowego wahadªa z ru-

chomym punktem zawieszenia z losowymi wspóªrz¦dnymi markerów P̂A(t) i P̂B(t)

(dla ostatnich 50 sekund rozwi¡zania numerycznego) dla wahadªa o dªugo±ci L = 200

mm i k = 1. Warto±¢ odchylenia standardowego przyj¦to na podstawie dokªadno±ci

pomiaru przez system BTS (σ0 = 0.001).

a) b)
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-0.2

-0.1

0.1

0.2

y[m]

-0.2 -0.1 0.1 0.2
x[m]

-0.2

-0.1

0.1

0.2

y[m]

Rysunek 8.2. Poªo»enie markera A (bli»ej osi obrotu) i markera B (dalej od osi obrotu) dla

wahadªa o dªugo±ci L = 200mm i k = 1: a) dla rozwi¡zania numerycznego, b) zaburzonego

losowego rozwi¡zania numerycznego. Rozwi¡zanie uzyskane w przedziale t ∈ [150, 200] s.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e punkty A i B na Rys. 8.2a ukªadaj¡ si¦ na okr¦gu

w równych odst¦pach czasowych. Przyj¦cie takich danych do identy�kacji parame-

trów tªumienia spowoduje, »e rozwi¡zanie zagadnienia odwrotnego mo»e by¢ bardzo

bliskie do przyj¦tych wspóªczynników tªumienia przy rozwi¡zywaniu numerycznym

zagadnienia pocz¡tkowego wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia. W celu przy-
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bli»enia procesu z do±wiadczenia przyj¦to do analizy odwrotnej losowe (zaburzone)

dane z rozwi¡zania numerycznego.

Do wyznaczenia wspóªczynników tªumienia c1, c2 i ca zastosowano metod¦ naj-

mniejszych kwadratów z funkcj¡ celu opisan¡ wzorem (8.7). Wyniki identy�kacji

przedstawiono w Tab. 8.4.

Tabela 8.4. Warto±ci wspóªczynników c1, c2 oraz ca i odpowiadaj¡ce im warto±ci funkcji

celu. Wyniki uzyskane metod¡ najmniejszych kwadratów dla zaburzonych w sposób losowy

danych z rozwi¡zania numerycznego

L = 100 mm L = 150 mm L = 200 mm L = 300 mm

c1 [
kg

m·s ] 2.120 · 10−2 7.097 · 10−3 5.235 · 10−3 2.570 · 10−3

c2 [
kg

m2 ] 7.373 · 10−2 2.579 · 10−2 1.210 · 10−2 4.197 · 10−3

ca [
kg

m
] 7.848 · 10−1 2.400 · 10−1 7.582 · 10−2 7.175 · 10−2

fL 9.419 · 10−10 1.429 · 10−9 1.668 · 10−9 4.100 · 10−9

Wyniki przedstawione w Tab. 8.4 ±wiadcz¡ o tym, »e proces identy�kacji jest bar-

dzo czuªy na zaburzenia. Porównuj¡c wyniki identy�kacji z wspóªczynnikami zaªo-

»onymi w procesie rozwi¡zywania zagadnienia pocz¡tkowego mo»na zauwa»y¢, »e w

niektórych przypadkach bª¡d wzgl¦dny wynosi powy»ej 100% (patrz c2 dla L = 100

mm). Dla wahadªa o wi¦kszych dªugo±ciach bª¡d wzgl¦dny jest zbli»ony do 20%.

Mo»e to ±wiadczy¢, »e zaburzenia pomiaru na maªej odlegªo±ci powoduj¡ wi¦ksz¡

niedokªadno±¢ rozwi¡zania. Pozycjonowanie markerów przez system BTS jest na po-

ziomie dokªadno±ci do 1mm. Wliczaj¡c dodatkowo: stosunkowo du»¡ pr¦dko±¢ ruchu

ukªadu, maªe odlegªo±ci pomi¦dzy markerami, minimalne drgania ramy do której za-

wieszony byª ukªad, stosunkowo maªe pomieszczenie, w którym przeprowadzone byªo

do±wiadczenie i wysokie umiejscowienie kamer wzgl¦dem badanego ukªadu (kamery

nie zawsze rejestrowaªy marker w wyniku przesªoni¦cia przez ram¦ ukªadu, przez

co niektóre wspóªrz¦dne nale»aªo interpolowa¢) ukªad mógª by¢ nara»ony na jeszcze

wi¦ksze ró»nice dokªadno±ci w rejestracji. By¢ mo»e identy�kacja wspóªczynników

tªumienia w stanie ustalonym nie jest równie» najlepszym wyborem. Przeprowadza-

j¡c procedur¦ wyznaczania parametrów na podstawie danych pochodz¡cych z reje-

stracji ruchu nieustalonego mamy wi¦cej danych tworz¡cych przestrze«, któr¡ mo»na

przeszukiwa¢ na przykªad metodami gradientowymi. Niemniej, wyniki uzyskane dla

danych otrzymanych poprzez numeryczne rozwi¡zanie zagadnienia pocz¡tkowego

wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia ±wiadcz¡ o poprawno±ci zastosowanej

metody optymalizacyjnej.



9. Zastosowanie wyników estymacji w

metodzie wielu skal w dziedzinie czasu

9.1. Aproksymacja nieliniowo±ci

W tym rozdziale przedstawiono zastosowanie jednej z metod asymptotycznych do

rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych nieliniowych. Idea metody wielu skal zostanie

tutaj opisana w zwi¡zku z jej zastosowaniem do przybli»onego rozwi¡zania równania

ró»niczkowego ruchu wahadªa �zycznego, którego równanie zostaªo wyprowadzone

rozdziale 4.1. Przykªady zastosowa« metody wielu skal mo»na znale¹¢ w [4, 26, 79,

80, 87, 88].

Metoda wielu skal wymaga przybli»enia wszystkich nieliniowo±ci o charakterze

trygonometrycznym postaci¡ wielomianow¡. Najcz¦±ciej wykorzystuje si¦ do tego ce-

lu rozwini¦cie funkcji w szereg pot¦gowy. W rozwa»anym równaniu wyst¦puje funk-

cja sinus, wi¦c przyjmuj¡c, zgodnie z rozwini¦ciem w szereg Taylora wokóª punktu

φ = 0, »e

sinφ ≈ φ− φ3

6
(9.1)

otrzymamy nast¦puj¡c¡ przybli»on¡ posta¢ równania (4.34)

d2φ(τ)

dτ 2
+ c

dφ(τ)

dτ
+ φ(τ)− φ3(τ)

6
= f cos (p1τ). (9.2)

Z pewnych wzgl¦dów celowe jest przedstawienie funkcji cosinus w postaci wykªad-

niczej. Stosuj¡c wzór Eulera dla cosinusa [53], tzn.

cosφ =
eiφ + e−iφ

2
(9.3)

otrzymamy

d2φ(τ)

dτ 2
+ α1

dφ(τ)

dτ
+ α2

dφ(τ)

dτ

∣∣∣∣dφ(τ)dτ

∣∣∣∣+ φ(τ)− φ3(τ)

6
= f

(
eip1τ + e−ip1τ

2

)
. (9.4)

9.2. Zde�niowanie pochodnych dla nowych zmiennych

W metodzie wielu skal ewolucj¦ ukªadu dynamicznego w czasie opisuje si¦ za

pomoc¡ kilku zmiennych o charakterze czasowym τi = εiτ , i = 0, 1, 2, ..., gdzie ε jest



maªym parametrem 0 < ε ≪ 1. Automatycznie wszystkie funkcje zale»ne od czasu

staj¡ si¦ funkcjami nowych zmiennych czasowych, a pochodne wzgl¦dem pierwotnego

czasu τ s¡ zast¦powane nast¦puj¡cymi operatorami ró»niczkowania cz¡stkowego [68]

(na mocy reguªy ªa«cuchowej)

dφ

dτ
=
∂φ

∂τ0

∂τ0
∂τ

+
∂φ

∂τ1

∂τ1
∂τ

+
∂φ

∂τ2

∂τ2
∂τ

+
∂φ

∂τ3

∂τ3
∂τ

+ ... =
∂φ

∂τ0
+
∂φ

∂τ1
ε+

∂φ

∂τ2
ε2+

∂φ

∂τ3
ε3+ ...

(9.5)

oraz

d2φ

dτ 2
=

d

dτ

(
dφ

dτ

)
=

d

dτ

(
∂φ

∂τ0

)
+

d

dτ

(
∂φ

∂τ1
ε

)
+

d

dτ

(
∂φ

∂τ2
ε2
)
+ ... (9.6)

Poszczególne skªadniki wyra»enia (9.6) maj¡ posta¢

d

dτ

(
∂φ

∂τ0

)
=
∂2φ

∂τ 20
+

∂2φ

∂τ1∂τ0
ε+

∂2φ

∂τ2∂τ0
ε2 + ... (9.7)

d

dτ

(
∂φ

∂τ1
ε

)
=

∂2φ

∂τ0∂τ1
ε+

∂2φ

∂τ 21
ε2 +

∂2φ

∂τ2∂τ1
ε3 + ... (9.8)

d

dτ

(
∂φ

∂τ2
ε2
)

=
∂2φ

∂τ0∂τ2
ε2 +

∂2φ

∂τ1∂τ2
ε3 +

∂2φ

∂τ 22
ε4 + ... (9.9)

Wstawiaj¡c zale»no±ci (9.7)�(9.9) równania do (9.6) otrzymamy

d2φ

dτ 2
=
∂2φ

∂τ 20
+

∂2φ

∂τ1∂τ0
ε+

∂2φ

∂τ2∂τ0
ε2 + ...+

∂2φ

∂τ0∂τ1
ε+

∂2φ

∂τ 21
ε2 +

∂2φ

∂τ2∂τ1
ε3 + ...

+
∂2φ

∂τ0∂τ2
ε2 +

∂2φ

∂τ1∂τ2
ε3 +

∂2φ

∂τ 22
ε4 + ...

(9.10)

Grupuj¡c skªadniki wyst¦puj¡ce po lewej stronie równania wzgl¦dem εi, gdzie

i = 0, 1, 2, ... dostaniemy

d2φ

dτ 2
=
∂2φ

∂τ 20
+ ε

(
∂2φ

∂τ1∂τ0
+

∂2φ

∂τ0∂τ1

)
+ ε2

(
∂2φ

∂τ2∂τ0
+
∂2φ

∂τ 21
+

∂2φ

∂τ0∂τ2

)
+ε3

(
∂2φ

∂τ3∂τ0
+

∂2φ

∂τ2∂τ1
+

∂2φ

∂τ1∂τ2
+

∂2φ

∂τ0∂τ3

)
+ ...,

(9.11)

co po uwzgl¦dnieniu twierdzenia Schwarza o pochodnych mieszanych klasy funkcji

C2 daje

d2φ

dτ 2
=
∂2φ

∂τ 20
+ 2ε

∂2φ

∂τ1∂τ0
+ ε2

(
2
∂2φ

∂τ2∂τ0
+
∂2φ

∂τ 21

)
+ ε3

(
2
∂2φ

∂τ3∂τ0
+ 2

∂2φ

∂τ2∂τ1

)
+ ...

(9.12)

W ogólno±ci wzory (9.5) oraz (9.12) mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

d

dτ
=

n−1∑
i=0

εi
∂

∂τi
(9.13)
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d2

dτ 2
=

d

dτ

(
d

dτ

)
=

d

dτ

(
n−1∑
i=0

εi
∂

∂τi

)
, (9.14)

gdzie n jest liczb¡ zmiennych τ1, τ2,...,τn−1, nazywan¡ dalej tak»e liczb¡ skal w dzie-

dzinie czasu. Rozwi¡zanie problemu pocz¡tkowego jest poszukiwane w postaci sze-

regu pot¦gowego maªego parametru

φ(τ, ε) =
n∑
k=1

εkϕk(τ0, τ1, τ2, ...) +O(εn+1). (9.15)

Przyjmuj¡c liczb¦ skal w dziedzinie czasu równ¡ n = 3 otrzymamy z (9.15)

nast¦puj¡ce przybli»enie dla funkcji φ:

φ ≈ εϕ1 + ε2ϕ2 + ε3ϕ3, (9.16)

dla pochodnej (korzystaj¡c z (9.5) oraz (9.16))

dφ

dτ
=
∂φ

∂τ0
+ ε

∂φ

∂τ1
=

∂

∂τ0

(
εϕ1 + ε2ϕ2

)
+ ε

∂

∂τ1

(
εϕ1 + ε2ϕ2

)
= ε

∂ϕ1

∂τ0
+ ε2

∂ϕ2

∂τ0
+ ε2

∂ϕ1

∂τ1
+ ε3

∂ϕ2

∂τ1

(9.17)

oraz dla pochodnej drugiego rz¦du (stosuj¡c (9.12) oraz (9.16))

d2φ

dτ 2
=
∂2φ

∂τ 20
+ 2ε

∂2φ

∂τ1∂τ0
=

∂2

∂τ 20

(
εϕ1 + ε2ϕ2

)
+ 2ε

∂2

∂τ1∂τ0

(
εϕ1 + ε2ϕ2

)
= ε

∂2ϕ1

∂τ 20
+ ε2

∂2ϕ2

∂τ 20
+ 2ε2

∂2ϕ1

∂τ1∂τ0
+ 2ε3

∂2ϕ2

∂τ1∂τ0
.

(9.18)

Zakªadaj¡c, »e nieliniowo±ci w równaniu ruchu s¡ tak zwanego sªabego typu, para-

metry α1, α2 i f przedstawimy nast¦puj¡co:

α1 = ε2 · α̂1, α2 = ε · α̂2, f = ε3 · f̂ . (9.19)

Wstawiaj¡c (9.16)�(9.19) do (9.4) oraz ucinaj¡c wyrazy wi¦ksze ni» ε3 otrzymamy

ε
∂2ϕ1

∂τ 20
+ ε2

∂2ϕ2

∂τ 20
+ ε3

∂2ϕ3

∂τ 20
+ 2ε2

∂2ϕ1

∂τ1∂τ0
+ 2ε3

∂2ϕ2

∂τ1∂τ0
+ 2ε3

∂2ϕ1

∂τ2∂τ0
+ ε3

∂2ϕ1

∂τ 21

+ε3α̂1
∂ϕ1

∂τ0
+ ε3α̂2

∂ϕ1

∂τ0

∣∣∣∣∂ϕ1

∂τ0

∣∣∣∣+ εϕ1 + ε2ϕ2 + ε3ϕ3 −
1

6
ε3ϕ3

1 = ε3 · f̂
(
eip1τ0 + e−ip1τ0

2

)
,

(9.20)

gdzie ϕ1 = ϕ1(τ0, τ1, τ2), ϕ2 = ϕ2(τ0, τ1, τ2) and ϕ3 = ϕ3(τ0, τ1, τ2) oraz α̂1, α̂2 i f̂ s¡

wielko±ciami rz¦du pierwszego.
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9.3. Równanie pierwszego przybli»enia

Uporz¡dkowanie równa« ruchu zgodnie z rz¦dem maªego parametru prowadzi

do równa« kolejnych przybli»e«. Równanie pierwszego przybli»enia to równanie dla

parametru równego ε. Zauwa»my, »e je»eli w równaniu (9.20) pozostawimy jedynie

elementy stoj¡ce przy ε otrzymamy równanie postaci:

∂2ϕ1

∂τ 20
+ ϕ1 = 0. (9.21)

Równanie (9.21) jest jednorodnym równaniem ró»niczkowym drugiego rz¦du o sta-

ªych wspóªczynnikach. W celu rozwi¡zania tego równania podstawimy ϕ1 = er·τ0 ⇒
∂ϕ1
∂τ0

= r · er·τ0 ⇒ ∂2ϕ1
∂τ20

= r2 · er·τ0 . Po podstawieniu pochodnych do równania (9.21)

mamy

r2 · er·τ0 + er·τ0 = 0. (9.22)

Równanie (9.21) jest rozwi¡zywalne, gdy speªnione jest równanie kwadratowe postaci

r2 + 1 = 0, (9.23)

które ma dwa pierwiastki urojone: r1 = i oraz r2 = −i. Otrzymali±my zatem dwie

ró»ne postaci postulowanego rozwi¡zania

ϕ
{1}
1 = eiτ0 , ϕ

{2}
1 = e−iτ0 , (9.24)

które tworz¡ ukªad liniowo niezale»ny, wi¦c rozwi¡zanie ogólne równania jednorod-

nego (9.21) mo»na przedstawi¢ jako kombinacj¦ liniow¡

ϕ1(τ0, τ1) = B(τ1)e
iτ0 +B(τ1)e

−iτ0 , (9.25)

gdzie B i B s¡ nieznanymi funkcjami zespolonymi sprz¦»onymi. W rozwi¡zaniu

(9.25) mamy do czynienia z funkcj¡ dwóch zmiennych, wi¦c w kombinacji liniowej

wyst¦puj¡ funkcje B i B tylko zmiennej τ1 [30].

9.4. Równanie drugiego przybli»enia

Równania przybli»enia drugiego rz¦du zawieraj¡ce wyrazy stoj¡ce przy ε2 maj¡

posta¢
∂2ϕ2

∂τ 20
+ ϕ2 = −2

∂2ϕ1

∂τ1∂τ0
. (9.26)
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W±ród skªadników równania (9.26) znajduje si¦ pochodna rozwi¡zania przybli»enia

pierwszego rz¦du. Obliczaj¡c pochodn¡ ϕ1, otrzymujemy

∂2ϕ1

∂τ1∂τ0
= i

∂B

∂τ1
eiτ0 − i

∂B

∂τ1
e−iτ0 . (9.27)

Po podstawieniu pochodnej do równania (9.26) mamy

∂2ϕ2

∂τ 20
+ ϕ2 = −2i

∂B

∂τ1
eiτ0 + 2i

∂B

∂τ1
e−iτ0 (9.28)

Warto zauwa»y¢, »e w równaniu (9.28) wyst¦puj¡ czªony sekularne powoduj¡ce, »e

rozwi¡zanie d¡»y do niesko«czono±ci wzgl¦dem czasu, co jest niezgodne z wynikami

eksperymentalnymi. Te czªony s¡ nast¦puj¡ce:

−2i
∂B

∂τ1
eiτ0 , 2i

∂B

∂τ1
e−iτ0 . (9.29)

Czªony sekularne eliminuje si¦ przez przyrównanie do zera wspóªczynników przy eiτ0

i e−iτ0 , co daje nast¦puj¡ce równania:{
−2i ∂B

∂τ1
= 0,

2i ∂B
∂τ1

= 0.
(9.30)

Równania (9.30), zwane warunkami rozwi¡zywalno±ci, daj¡ mo»liwo±¢ obliczenia

nieznanych funkcji B i B. Z równa« (9.30) wynika, »e{
∂B
∂τ1

= 0,
∂B
∂τ1

= 0.
(9.31)

Równanie (9.28) bez czªonów sekularnych

∂2ϕ2

∂τ 20
+ ϕ2 = 0 (9.32)

jest jednorodnym równaniem ró»niczkowym drugiego rz¦du o staªych wspóªczynni-

kach. Nale»y zauwa»y¢, »e rozwi¡zanie ϕ2 jest identyczne z rozwi¡zaniem ϕ1. Otrzy-

mujemy zatem rozwi¡zanie równania drugiego przybli»enia w postaci

ϕ2(τ0, τ1, τ2) = 0. (9.33)

9.5. Równanie trzeciego przybli»enia

Wspóªczynniki stoj¡ce przy ε3 tworz¡ równania przybli»enia trzeciego rz¦du

∂2ϕ3

∂τ 20
+ ϕ3 =

1

6
ϕ3
1 − 2

∂2ϕ2

∂τ1∂τ0
− 2

∂2ϕ1

∂τ2∂τ0
− ∂2ϕ1

∂τ 21
− α̂1

∂ϕ1

∂τ0
− α̂2

∂ϕ1

∂τ0

∣∣∣∣∂ϕ1

∂τ0

∣∣∣∣
+f̂

(
eip1τ0 + e−ip1τ0

2

)
.

(9.34)
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Obliczaj¡c pochodn¡ ϕ1, otrzymujemy

∂2ϕ1

∂τ2∂τ0
= i

∂B

∂τ2
eiτ0 − i

∂B

∂τ2
e−iτ0 , (9.35)

∂2ϕ1

∂τ 21
=
∂2B

∂τ 21
eiτ0 +

∂2B

∂τ 21
e−iτ0 , (9.36)

∂ϕ1

∂τ0
= iBeiτ0 − iBe−iτ0 . (9.37)

Podstawiaj¡c pochodne (9.35-9.37) do równania (9.34) i bior¡c ϕ2 = 0, otrzymujemy

∂2ϕ3

∂τ 20
+ ϕ3 =

1

6

(
Beiτ0 +Be−iτ0

)3 − 2

(
i
∂B

∂τ2
eiτ0 − i

∂B

∂τ2
e−iτ0

)
−
(
∂2B

∂τ 21
eiτ0 +

∂2B

∂τ 21
e−iτ0

)
− α̂1

(
iBeiτ0 − iBe−iτ0

)
−α̂2

(
iBeiτ0 − iBe−iτ0

) ∣∣iBeiτ0 − iBe−iτ0
∣∣+ f̂

(
eip1τ0 + e−ip1τ0

2

)
.

(9.38)

Grupuj¡c skªadniki równania (9.38) wzgl¦dem eiτ0 i e−iτ0 , powy»sze równanie przyj-

muje nast¦puj¡c¡ posta¢:

∂2ϕ3

∂τ 20
+ ϕ3 = eiτ0

(
1

2
B2B − 2i

∂B

∂τ2
− ∂2B

∂τ 21
− α̂1iB − α̂2iB

∣∣iBeiτ0 − iBe−iτ0
∣∣)

+e−iτ0
(
1

2
BB

2
+ 2i

∂B

∂τ2
− ∂2B

∂τ 21
+ α̂1iB + α̂2iB

∣∣iBeiτ0 − iBe−iτ0
∣∣)+

1

6
B3e3iτ0

+
1

6
B

3
e−3iτ0 + f̂

(
eip1τ0 + e−ip1τ0

2

)
.

(9.39)

Kolejne warunki rozwi¡zywalno±ci s¡ nast¦puj¡ce:
1
2
B2B − 2i ∂B

∂τ2
− ∂2B

∂τ21
− α̂1iB − α̂2iB

∣∣iBeiτ0 − iBe−iτ0
∣∣ = 0,

1
2
BB

2
+ 2i ∂B

∂τ2
− ∂2B

∂τ21
+ α̂1iB + α̂2iB

∣∣iBeiτ0 − iBe−iτ0
∣∣ = 0.

(9.40)

�¡cz¡c (9.31) z (9.40) otrzymujemy wszystkie warunki rozwi¡zywalno±ci
∂B
∂τ1

= 0,
∂B
∂τ1

= 0,
∂B
∂τ2

= −1
4
iB2B − 1

2
α̂1B − 1

2
α̂2B

∣∣iBeiτ0 − iBe−iτ0
∣∣ ,

∂B
∂τ2

= 1
4
iBB

2 − 1
2
α̂1B − 1

2
α̂2B

∣∣iBeiτ0 − iBe−iτ0
∣∣ .

(9.41)

Równanie (9.39) bez czªonów sekularnych przybiera posta¢

∂2ϕ3

∂τ 20
+ ϕ3 =

1

6
B3e3iτ0 +

1

6
B

3
e−3iτ0 +

1

2
f̂ eip1τ0 +

1

2
f̂ e−ip1τ0 . (9.42)
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Równanie jednorodne to
∂2ϕ3

∂τ 20
+ ϕ3 = 0, (9.43)

z rozwi¡zaniem ogólnym (9.25). Szczególne rozwi¡zanie równania (9.42) ma posta¢

ϕ
{p}
3 = A1(τ1, τ2)e

3iτ0 + A2(τ1, τ2)e
−3iτ0 + A3(τ1, τ2)e

ip1τ0 + A4(τ1, τ2)e
−ip1τ0 (9.44)

Wobec tego, mamy

∂ϕ
{p}
3

∂τ0
= 3iA1(τ1, τ2)e

3iτ0 −3iA2(τ1, τ2)e
−3iτ0 + ip1A3(τ1, τ2)e

ip1τ0 − ip1A4(τ1, τ2)e
−ip1τ0

(9.45)
∂2ϕ

{p}
3

∂τ 20
= −9A1(τ1, τ2)e

3iτ0−9A2(τ1, τ2)e
−3iτ0−p21A3(τ1, τ2)e

ip1τ0−p21A4(τ1, τ2)e
−ip1τ0 .

(9.46)

Aby ϕ{p}
3 byªo rozwi¡zaniem równania ró»niczkowego, musimy znale¹¢ warto±ci dla

A1, A2, A3 i A4 takie, »e

−9A1e
3iτ0 − 9A2e

−3iτ0 − p21A3e
ip1τ0 − p21A4e

−ip1τ0 + A1e
3iτ0 + A2e

−3iτ0 + A3e
ip1τ0

+A4e
−ip1τ0 =

1

6
B3e3iτ0 +

1

6
B

3
e−3iτ0 +

1

2
f̂ eip1τ0 +

1

2
f̂ e−ip1τ0 ,

(9.47)

gdzie A1 = A1(τ1, τ2), A2 = A2(τ1, τ2) , A3 = A3(τ1, τ2) i A4 = A4(τ1, τ2). Przyrów-

nuj¡c wyrazy podobne, mamy 
A1 = − 1

48
B3,

A2 = − 1
48
B

3
,

A3 =
1

2(1−p21)
f̂ ,

A4 =
1

2(1−p21)
f̂ .

(9.48)

Rozwi¡zanie ogólne jest postaci

ϕ3(τ0, τ1, τ2) = B(τ1, τ2)e
iτ0 +B(τ1, τ2)e

−iτ0 − 1

48
B3e3iτ0 − 1

48
B

3
e−3iτ0

+
1

2(1− p21)
f̂ eip1τ0 +

1

2(1− p21)
f̂ e−ip1τ0 .

(9.49)

Warto zauwa»y¢, »e ogólne rozwi¡zanie równania jednorodnego jest identyczne jak

rozwi¡zanie dla ϕ1. Otrzymujemy zatem rozwi¡zanie równania przybli»enia trzeciego

rz¦du w nast¦puj¡cej postaci:

ϕ3(τ0, τ1, τ2) = − 1

48
B3e3iτ0 − 1

48
B

3
e−3iτ0 +

1

2(1− p21)
f̂ eip1τ0 +

1

2(1− p21)
f̂ e−ip1τ0 .

(9.50)

Powy»szy wynik powinien by¢ poprawk¡ do rozwi¡zania równania aproksymacyjnego

pierwszego rz¦du.
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9.6. Równania modulacji

W rozwi¡zaniach wyst¦puje nieznana funkcja B(τ1, τ2) i jej sprz¦»enie zespolone

B(τ1, τ2) (9.25) i (9.50). Warunki rozwi¡zywalno±ci (9.41) s¡ ograniczeniami niezna-

nych funkcji B(τ1, τ2) i B(τ1, τ2). Warunki rozwi¡zywalno±ci (9.41) mo»na uwa»a¢

za zbiór czterech równa« ró»niczkowych zwyczajnych pierwszego rz¦du wzgl¦dem

funkcji B1(τ1, τ2) i jej sprz¦»e« zespolonych. W warunkach (9.31) mo»na zauwa-

»y¢, »e nieznane funkcje nie zale»¡ od zmiennej τ1. Nieznane funkcje przedstawiamy

w postaci wykªadniczej {
B(τ2) =

1
2
b(τ2)e

iψ(τ2),

B(τ2) =
1
2
b(τ2)e

−iψ(τ2),
(9.51)

gdzie funkcje b(τ2) i ψ(τ2) s¡ warto±ciami rzeczywistymi i oznaczaj¡ odpowiednio

amplitud¦ i faz¦ oscylacji. Obliczaj¡c pochodne{
dB
dτ2

= 1
2
db
dτ2
eiψ + 1

2
ib dψ
dτ2
eiψ,

dB
dτ2

= 1
2
db
dτ2
e−iψ − 1

2
ib dψ
dτ2
e−iψ,

(9.52)

gdzie b = b(τ2) i ψ = ψ(τ2). Wstawiaj¡c zale»no±ci (9.51) i (9.52) do równa« ró»-

niczkowych (9.41), otrzymamy{
1
2
db
dτ2
eiψ + 1

2
ib dψ
dτ2
eiψ = − 1

32
ib3eiψ − 1

4
α̂1be

iψ − 1
4
α̂2be

iψ
∣∣1
2
ibeiψeiτ0 − 1

2
ibe−iψe−iτ0

∣∣ ,
1
2
db
dτ2
e−iψ − 1

2
ib dψ
dτ2
e−iψ = 1

32
ib3e−iψ − 1

4
α̂1be

−iψ − 1
4
α̂2be

−iψ
∣∣1
2
ibeiψeiτ0 − 1

2
ibe−iψe−iτ0

∣∣ ,
(9.53)

które s¡ równe eiψ
(
db
dτ2

+ ib dψ
dτ2

+ 1
16
ib3 + 1

2
α̂1b+

1
2
α̂2b

2 |sin (ψ + τ0)|
)
= 0,

e−iψ
(
db
dτ2

− ib dψ
dτ2

− 1
16
ib3 + 1

2
α̂1b+

1
2
α̂2b

2 |sin (ψ + τ0)|
)
= 0.

(9.54)

Powy»sze równania s¡ speªnione, gdy wyra»enia w nawiasach s¡ równe zero{
db
dτ2

+ ib dψ
dτ2

+ 1
16
ib3 + 1

2
α̂1b+

1
2
α̂2b

2 |sin (ψ + τ0)| = 0,
db
dτ2

− ib dψ
dτ2

− 1
16
ib3 + 1

2
α̂1b+

1
2
α̂2b

2 |sin (ψ + τ0)| = 0.
(9.55)

Dodaj¡c oba równania otrzymujemy

db

dτ2
= −1

2
α̂1b−

1

2
α̂2b

2 |sin (ψ + τ0)| (9.56)

i odejmuj¡c
dψ

dτ2
= − 1

16
b2. (9.57)
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Celem jest wyprowadzenie równa« modulacji w odniesieniu do oryginalnych zmien-

nych. Korzystaj¡c z powy»szych rozwi¡za« tworzymy operator ró»niczkowy b¦d¡cy

odpowiednikiem pochodnej pierwszego rz¦du po bezwymiarowym czasie τ . Mamy{
ḃ(τ) = db(τ1)

dτ
,

ψ̇(τ) = dψ(τ1)
dτ

.
(9.58)

Z (9.5), otrzymamy {
ḃ(τ) = ∂b

∂τ0
+ ∂b

∂τ1
ε+ ∂b

∂τ2
ε2 + ∂b

∂τ3
ε3 + ...,

ψ̇(τ) = ∂ψ
∂τ0

+ ∂ψ
∂τ1
ε+ ∂ψ

∂τ2
ε2 + ∂ψ

∂τ3
ε3 + ...

(9.59)

Funkcje b i ψ s¡ funkcjami zmiennej τ2, zatem{
ḃ(τ) = db

dτ2
ε2,

ψ̇(τ) = dψ
dτ2
ε2.

(9.60)

Bior¡c pod uwag¦ równania (9.56) i (9.57), otrzymujemy{
ḃ(τ) = −1

2
α̂1ε

2b− 1
2
α̂2ε

2b2 |sin (ψ + τ0)| ,
ψ̇(τ) = − 1

16
ε2b2.

(9.61)

Wracaj¡c do oryginalnych oznacze«

α̂1 =
α1

ε2
, α̂2 =

α2

ε
, f =

f̂

ε3
τ0 = τ, τ1 = ετ, τ2 = ε2τ, b(τ) =

a(τ)

ε
, (9.62)

otrzymamy {
ȧ(τ) = −1

2
α1a(τ)− 1

2
α2a

2(τ) |sin (ψ(τ) + τ)| ,
ψ̇(τ) = − 1

16
a2(τ).

(9.63)

Równania modulacji (9.63) s¡ uzupeªnione warunkami pocz¡tkowymi

a(0) = a0, ψ(0) = ψ0, (9.64)

gdzie znane warto±ci a0 i ψ0 s¡ zwi¡zane odpowiednio z warto±ciami pocz¡tkowymi

φ0 i ω0. Numeryczne rozwi¡zanie zagadnienia pocz¡tkowego (9.63)�(9.64) dla

a0 = 0.2, ψ0 = 0, α1 = 0.005, α2 = 0.001, f = 0.002, p1 = 1.52, τk = 2000,

(9.65)

gdzie τk oznacza czas ko«cowy, ma posta¢ pokazan¡ na Rys. 9.1.
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Rysunek 9.1. Przykªadowe numeryczne rozwi¡zanie równa« modulacji dla a) amplitudy

a(τ), b) fazy ψ(τ)

9.7. Przybli»one rozwi¡zanie analityczne

Rozwi¡zania równa« modulacji s¡ rozwi¡zaniami numerycznymi. St¡d te» funkcje

B(τ2) i B(τ2) przyjmuj¡ posta¢ rozwi¡zania numerycznego. Podstawiaj¡c wyra»enia

(9.25, 9.33, 9.50) dla ϕ1, ϕ2 i ϕ3 do przybli»enia rozwi¡zania (9.16), otrzymujemy

φ ≈ εϕ1 + ε2ϕ2 + ε3ϕ3 = B(τ2)e
iτ +B(τ2)e

−iτ − 1

48
B3(τ2)e

3iτ − 1

48
B

3
(τ2)e

−3iτ

+
1

2(1− p21)
f̂ eip1τ0 +

1

2(1− p21)
f̂ e−ip1τ0 .

(9.66)

Korzystaj¡c z równa« (9.51), (9.62) i wzoru Eulera, mamy

φ(τ) = a(τ) cos (τ + ψ(τ))− 1

192
a3(τ) cos (3(τ + ψ(τ)))+

1

1− p21
f cos (p1τ), (9.67)

gdzie a(τ) i ψ(τ) reprezentuj¡ krzywe pokazane na Rys. 9.1. Ostateczne rozwi¡zanie

(9.65) pokazano na Rys. 9.2.

Nale»y zauwa»y¢, »e rozwi¡zanie przedstawione na Rys. 9.2 charakteryzuje si¦

malej¡c¡ w czasie amplitud¡ drga«, co spowodowane jest rozpraszaniem energii me-

chanicznej w ukªadzie.

9.8. Ocena dokªadno±ci

Bª¡d rozwi¡zania przybli»onego φ(τ) szacuje si¦ za pomoc¡ nast¦puj¡cej miary:

δ =
1

τe − τs

∫ τk

0

∣∣G(φa(τ))∣∣dτ, (9.68)
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Rysunek 9.2. Przykªadowe rozwi¡zanie zagadnienia (4.34) metod¡ wielu skal w dziedzinie

czasu

gdzie G oznacza operator ró»niczkowy równania (4.34), a φa(τ) jest przybli»onym

rozwi¡zaniem rozwa»anego zagadnienia pocz¡tkowego otrzymanego metod¡ wielu

skal w dziedzinie czasu, τs, τe to wybrane momenty z przedziaªu symulacji, gdzie

τe > τs.

Pochodne funkcji φ(τ) obliczono z wyra»enia (9.67) i s¡ równe

φ̇(τ) = ȧ(τ) cos (τ + ψ(τ))− a(τ) sin (τ + ψ(τ))(1 + ψ̇(τ))

− 1

64
a2(τ) cos (3(τ + ψ(τ)))ȧ(τ) +

1

64
a3(τ) sin (3(τ + ψ(τ)))(1 + ψ̇(τ))

− fp1
1− p21

sin (p1τ)

(9.69)

oraz

φ̈(τ) = ä(τ) cos (τ + ψ(τ))− 2ȧ(τ) sin (τ + ψ(τ))(1 + ψ̇(τ))

−a(τ) cos (τ + ψ(τ))(1 + ψ̇(τ))2 − a(τ) sin (τ + ψ(τ))ψ̈(τ)

− 1

32
a(τ) cos (3(τ + ψ(τ)))ȧ2(τ) +

3

32
a2(τ) sin (3(τ + ψ(τ)))(1 + ψ̇(τ))

− 1

64
a2(τ) cos (3(τ + ψ(τ)))ä(τ) +

3

64
a3(τ) cos (3(τ + ψ(τ)))(1 + ψ̇(τ))2

+
1

64
a3(τ) sin (3(τ + ψ(τ)))ψ̈(τ)− fp21

1− p21
cos (p1τ).

(9.70)

Amplitud¦ a(τ) i faz¦ drga« ψ(τ) otrzymamy z numerycznych rozwi¡za« równa«

modulacji. Ró»niczkuj¡c pierwsze i drugie równanie (9.63) otrzymamy odpowiednio

pochodn¡ drugiego rz¦du dla amplitudy postaci

ä(τ) = −1

2
α1ȧ(τ)− α2a(τ) |sin (ψ(τ) + τ)| ȧ(τ)

−1

2
α2a

2(τ) |sin (ψ(τ) + τ)|′ cos (ψ(τ) + τ)(1 + ψ̇(τ))
(9.71)
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oraz pochodn¡ drugiego rz¦du dla fazy drga«

ψ̈(τ) = −1

8
a(τ)ȧ(τ) (9.72)

Pochodna warto±ci bezwzgl¦dnej w wyra»eniu (9.71) ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

|sin (ψ(τ) + τ)|′ =
⌈N⌉∑
k=1

[
cos (τ + ψ(τ))U

(
(τ − 2kπ + 2π)(2kπ − π − τ)

)
− cos (τ + ψ(τ))U

(
(τ − 2kπ + π)(2kπ − τ)

)]
,

(9.73)

gdzie U(·) oznacza funkcj¦ skoku Heaviside'a, ⌈·⌉ oznacza funkcj¦ su�tu, a N = τk
2π
.

�¡cz¡c równania (9.63), (9.67), (9.69)�(9.73) i podstawiaj¡c do równania (9.68)

otrzymano warto±ci bª¦dów dla rozwi¡za« uzyskanych w przybli»ony sposób anali-

tyczny (rozwi¡zanie MSM) i numeryczny. Warto±ci bª¦dów dla ró»nych przedziaªów

[τs, τe] zestawiono w Tab. 9.1.

Tabela 9.1. Porównanie bª¦dów dla metody wielu skal w dziedzinie czasu i rozwi¡zania

numerycznego

Przedziaª [τs, τe] rozwi¡zanie MSM rozwi¡zanie numeryczne

[0, 200] δ = 1.20137 · 10−6 δ = 6.29813 · 10−7

[1800, 2000] δ = 7.38892 · 10−7 δ = 9.81676 · 10−8

[0, 2000] δ = 7.94076 · 10−6 δ = 3.1405 · 10−7

a) b)

500 1000 1500 2000
τ

-0.00004

-0.00002

0.00002

0.00004

δMSM(τ)

500 1000 1500 2000
τ

-3.×10-6

-2.×10-6

-1.×10-6

1.×10-6

2.×10-6

3.×10-6
δNUM(τ)

Rysunek 9.3. Bª¦dy rozwi¡zania uzyskanego a) metod¡ wielu skal w dziedzinie czasu, b)

numerycznie

Warto zauwa»y¢, »e bª¡d obci¦cia wynikaj¡cy z aproksymacji (9.1) i zastoso-

wania trzech skal w dziedzinie czasu dodatkowo zmniejsza dokªadno±¢ rozwi¡za«

uzyskanych za pomoc¡ metody wielu skal w dziedzinie czasu. Natomiast rozwi¡za-

nie numeryczne jest niezale»ne od tego przybli»enia, st¡d mniejsze warto±ci bª¦dów.



Wykresy bª¦du rozwi¡zania przybli»onego uzyskanego za pomoc¡ metody wielu skal

w dziedzinie czasu i bª¦du rozwi¡zania obliczonego numerycznie przedstawiono na

Rys. 9.3.
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10. Wnioski

Praca dotyczy modelowania matematycznego siªy oporu wyst¦puj¡cej podczas

ruchu elementów ukªadów mechanicznych w ±rodowisku pªynnym oraz identy�kacji

warto±ci nieznanych parametrów modelu. Zagadnienia estymacji parametrów nale-

»¡ do klasy zagadnie« odwrotnych, dla których matematyczny opis danego proce-

su, w tym przypadku ruchu dyskretnego ukªadu mechanicznego, jest niekompletny.

Warto±ci parametrów, niezb¦dne do jednoznacznego sformuªowania modelu mate-

matycznego, wyznaczane s¡ na podstawie zmierzonej eksperymentalnie odpowiedzi

ukªadu, przy zastosowaniu metod optymalizacyjnych. Tematyka rozprawy wpisuje

si¦ w zakres bada« podstawowych w dziedzinie in»ynierii mechanicznej.

Eksperymentalnie badano ruch dwóch ukªadów: jednorodnego, prostoliniowego

pr¦ta zawieszonego w nieruchomym punkcie i wykonuj¡cego drgania wokóª dolnego

poªo»enia równowagi w pªaszczy¹nie pionowej oraz takiego samego pr¦ta zawieszone-

go za pomoc¡ przegubu na tarczy obracaj¡cej si¦ znanym ruchem wokóª pionowej osi.

Pr¦t, którego archetypem jest w tym przypadku �zyczne wahadªo przestrzenne, na

skutek tªumienia osi¡ga stan ruchu ustalonego, który rejestrowano. Oddziaªywanie

pr¦ta, traktowanego jako ciaªo sztywne, z otaczaj¡cym pªynem w obu wariantach

opisano uproszczonym trójparametrowym modelem zawieraj¡cym skªadnik propor-

cjonalny do pr¦dko±ci, skªadnik proporcjonalny do kwadratu pr¦dko±ci oraz skªadnik

proporcjonalny do przyspieszenia. Dwa pierwsze elementy tego modelu maj¡ charak-

ter dyssypatywny, a ostatni opisuje tak zwany efekt masy dodanej. Równania ruchu

obu ukªadów wyprowadzono, stosuj¡c formalizm Lagrange'a, a siªy oddziaªywania

z pªynem wprowadzono jako siªy uogólnione. Nieznane wspóªczynniki trójskªadni-

kowego modelu siªy oporu wyznaczano metodami optymalizacyjnymi. De�niowane

funkcje celu miaªy charakter odlegªo±ci mi¦dzy zmierzonymi wielko±ciami opisuj¡-

cymi zachowanie ukªadu a ich odpowiednikami otrzymanymi w wyniku rozwi¡zania

numerycznego równa« ruchu, w których warto±ci identy�kowanych wspóªczynników

przyjmowane byªy zgodnie z algorytmem metody optymalizacyjnej.

Na podstawie przeprowadzonych bada« i otrzymanych wyników mo»na sformu-

ªowa¢ nast¦puj¡ce wnioski:

• Zaproponowany sposób post¦powania, oparty na stosunkowo ªatwym do przepro-

wadzenia eksperymencie, umo»liwia skuteczne wyznaczenie warto±ci nieznanych

wspóªczynników modelu siªy oporu o±rodka.



• Przetestowany do±wiadczalnie trójparametrowy model siªy oporu z dwoma skªad-

nikami opisuj¡cymi efekty dyssypacji energii oraz ze skªadnikiem opisuj¡cym

efekt masy dodanej w porównaniu z modelami zredukowanymi do jednego czy

dwóch skªadników daje najmniejsze warto±ci funkcji celu w procesie optymaliza-

cji.

• Rozwi¡zania równa« ruchu otrzymane na bazie modelu trójparametrowego w po-

równaniu z rozwi¡zaniami opartymi na modelach zredukowanych opisuj¡ ruch

ukªadu w sposób najbardziej dokªadny, z uwzgl¦dnieniem dopasowania cz¦sto±ci

i amplitudy drga« oraz zgodno±ci ich fazy.

• Model trójparametrowy siªy oporu oraz przedstawiona metodyka estymacji, przy

niewielkiej mody�kacji zaprojektowanych stanowisk pomiarowych, mog¡ by¢ sto-

sowane do badania innych ukªadów mechanicznych.

• Poprzednie wnioski wskazuj¡ na szeroki potencjaª aplikacyjny modelu trójpara-

metrowego w zagadnieniach dynamiki ukªadów dyskretnych.

• Uzasadnione w rozwa»anym zagadnieniu zaªo»enie o sztywno±ci pr¦tów prowa-

dzi do dyskretnego modelu matematycznego ruchu ze zwyczajnymi równaniami

ró»niczkowymi.

• Sformuªowanie warunków pocz¡tkowych, uzupeªniaj¡cych równania ruchu wa-

hadªa przestrzennego, które jest poddanie dziaªaniu wi¦zów niestacjonarnych,

wymaga przeprowadzenia rozwa»a« na gruncie rachunku impulsów.

• Aproksymacyjne schematy ró»nicowe w porównaniu z klasycznymi schematami

interpolacyjnymi zapewniaj¡ znacz¡co wi¦ksz¡ dokªadno±¢ przybli»enia warto±ci

pochodnych na podstawie zmierzonych warto±ci funkcji. Przy zastosowaniu tych

samych funkcji bazowych schematy aproksymacyjne s¡ o kilka rz¦dów dokªad-

niejsze.

• Metoda gradientowa oraz metoda najmniejszych kwadratów s¡ efektywnymi na-

rz¦dziami do rozwi¡zywania zagadnie« estymacji parametrów modelu siªy oporu

o±rodka w trójwymiarowej przestrzeni zmiennych decyzyjnych. Ich zastosowanie,

w przeciwie«stwie do intuicyjnej metody bisekcji o znacznie prostszym algoryt-

mie, nie ogranicza si¦ do poszukiwania ekstremum funkcji unimodalnych, co jest

silnym ograniczeniem, które w tym przypadku nie jest speªnione.

• Zastosowanie metody najmniejszych kwadratów do minimalizacji bª¦du speªnie-

nia równa« ruchu umo»liwiªo statystyczn¡ ocen¦ warto±ci estymowanych para-

metrów.

• Analiza przeprowadzona na podstawie numerycznej symulacji eksperymentu dla

wahadªa z poruszaj¡cym si¦ zadanym ruchem punktem zawieszenia pokazaªa, »e
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estymacja parametrów modelu oparta na wynikach zaburzonych losowo, nawet

w stosunkowo niewielkim stopniu, jest maªo wiarygodna, co jest potwierdzeniem

du»ej czuªo±ci metod odwrotnych na bª¦dy pomiarowe.

• Stan ustalony ruchu nie jest dobrym wyborem do przeprowadzenia estymacji

parametrów modelu siªy oporu. Realizuj¡c procedur¦ wyznaczania parametrów

na podstawie danych pochodz¡cych z rejestracji ruchu nieustalonego, otrzymu-

je si¦ znacznie wi¦cej danych, co umo»liwia zastosowanie gradientowych metod

optymalizacyjnych.

• Przeprowadzenie estymacji na podstawie danych z ruchu ustalonego eliminuje

mo»liwo±¢ wnioskowania na podstawie cech rozwi¡zania numerycznego, takich

jak zgodno±¢ amplitud, faz czy cz¦sto±ci drga«.

• Trójparametrowy model siªy oporu ze skªadnikiem proporcjonalnym do kwadratu

pr¦dko±ci pozwala wyznacza¢ rozwi¡zania zagadnie« ruchu nie tylko metodami

numerycznymi, ale tak»e przybli»one rozwi¡zania analityczne metodami asymp-

totycznymi, na przykªad metod¡ wielu skal w dziedzinie czasu.

Do mo»liwych kierunków dalszych prac nale»y identy�kacja parametrów ruchu

przestrzennego wahadªa z ruchomym punktem zawieszenia w stanie nieustalonym.

Takie podej±cie umo»liwiªoby szersz¡ wery�kacj¦ modelu matematycznego oraz osza-

cowanie otrzymanych wspóªczynników tªumienia.

Celowe wydaje si¦ równie» rozwi¡zanie zagadnienia ruchu wahadªa przestrzen-

nego z ruchomym punktem zawieszenia za pomoc¡ metody wielu skal w dziedzinie

czasu, gdy» zdecydowana wi¦kszo±¢ opisanych w literaturze rozwi¡za« dotyczy ukªa-

dów w ruchu pªaskim.





Dodatek A

Rozwa»my wahadªo przedstawione na Rys. 10.1. Wahadªo skªada si¦ z trzech

ró»nych elementów:

• pr¦ta o dªugo±ci L i ±rednicy d,

• tulejki o dªugo±ci b, ±rednicy wewn¦trznej d i ±rednicy zewn¦trznej D,

• ko«cówki skªadaj¡cej si¦ z cz¦±ci walcowej o dªugo±ci bw i ±rednicy d i cz¦±ci sto»-

kowej o dªugo±ci bs o ±rednicy wi¦kszej podstawy d i ±rednicy mniejszej podstawy

d1; przez caª¡ ko«cówk¦ przechodzi otwór o ±rednicy d0.

b

bwbs

d0

d

D

d1

L

Rysunek 10.1. Rysunek skªadowych cz¦±ci wahadªa dla ruchu pªaskiego

Momenty bezwªadno±ci podstawowych bryª geometrycznych mo»na wyszuka¢

w literaturze [36, 42, 50, 56, 63]. Cz¦±¢ sto»kow¡ ko«cówki mo»na potraktowa¢ jako

±ci¦ty sto»ek (Rys. 10.2).

bsh

d/
2

d1
/2

W

r(x
)

x

Rysunek 10.2. Cz¦±¢ sto»kowa ko«cówki z wymiarami



Z podobie«stwa trójk¡tów wynika, »e

h =
bsd1
d− d1

. (A.1)

Obj¦to±¢ sto»ka ±ci¦tego jest równa

Vs =
1

3
π
d2

4
(bs + h)− 1

3
π
d21
4
h =

1

12
πbs
(
d2 + d1d+ d21

)
. (A.2)

Oznaczmy przez r(x) funkcj¦ okre±laj¡c¡ promie« przekroju sto»ka w odlegªo±ci x

od punktu W , który mo»e by¢ przedstawiony w nast¦puj¡cej postaci

r(x) =
(d− d1)x

2bs
. (A.3)

Moment statyczny sto»ka ±ci¦tego wzgl¦dem punktu W jest równy

Ms =

∫ bs+h

h

xπr2(x)ρdx =
b2s(d

3 + d1d
2 + d21d+ d31)πρ

16(d− d1)
. (A.4)

Odlegªo±¢ ±rodka masy sto»ka ±ci¦tego rc1 od punktu W wynosi

rc1 =
Ms

ρVs
=

3bs(d
3 + d1d

2 + d21d+ d31)

4(d3 − d31)
. (A.5)

Wobec tego odlegªo±¢ ±rodka masy sto»ka ±ci¦tego od wi¦kszej podstawy jest równa

rc2 = bs + h− rc1 . (A.6)

Moment bezwªadno±ci sto»ka ±ci¦tego wzgl¦dem osi prostopadªej do osi sto»ka prze-

chodz¡cej przez punkt W wynosi

IsW =

∫ bs+h

h

(
πr2(x)ρ

(
r2(x)

4
+ x2

))
dx

=
πρbs (16b

2
s + (d− d1)

2) (d4 + d1d
3 + d21d

2 + d31d+ d41)

320(d− d1)2
.

(A.7)

Centralny moment bezwªadno±ci sto»ka ±ci¦tego wzgl¦dem osi prostopadªej do osi

sto»ka przechodz¡cej przez ±rodek masy jest równy

Ism = IsW − ρVsr
2
c1

=
πρbs
320

(
d4 + d1d

3 + d21d
2 + d31d+ d41 +

b2s(d
4 + 4d1d

3 + 10d21d
2 + 4d31d+ d41)

d2 + d1d+ d21

)
.

(A.8)

W Tabeli 10.1 przedstawiono masy i momenty bezwªadno±ci poszczególnych ele-

mentów wahadªa wzgl¦dem ±rodka masy wahadªa, gdzie

m
{a}
2 =

πD2

4
bρ, m

{b}
2 =

πd2

4
bρ (A.9)
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s¡ odpowiednio mas¡ peªnej tulejki i mas¡ otworu tej tulejki, a

m
{a}
3 =

πd2

4
bwρ, m

{b}
3 =

πd20
4
bwρ (A.10)

s¡ odpowiednio mas¡ peªnej cz¦±ci walcowej ko«cówki i mas¡ otworu tej cz¦±ci wal-

cowej ko«cówki oraz

m
{a}
4 =

πd20
4
bsρ (A.11)

jest mas¡ otworu cz¦±ci sto»kowej ko«cówki. Dodatkowo zachodz¡ nast¦puj¡ce zwi¡z-

ki:

m2 = m
{a}
2 −m

{b}
2 , m3 = m

{a}
3 −m

{b}
3 . (A.12)

Tabela 10.1. Momenty bezwªadno±ci poszczególnych cz¦±ci wahadªa wzgl¦dem ±rodka masy

k Cz¦±¢ Masa mk Moment bezwªadno±ci Ik

1 Pr¦t πd2

4
Lρ

(
L2

12
+ d2

16

)
m1

2 Tulejka π(D2−d2)
4

bρ
(
b2

12
+ D2

16

)
m

{a}
2 −

(
b2

12
+ d2

16

)
m

{b}
2 +

(
L
2

)2
m2

3 Cz¦±¢ walcowa

ko«cówki

π(d2−d20)
4

bwρ
(
b2w
12

+ d2

16

)
m

{a}
3 −

(
b2w
12

+
d20
16

)
m

{b}
3 +

(
L
2
+ bw

2

)2
m3

4 Cz¦±¢ sto»kowa

ko«cówki

Vsρ− πd20
4
bsρ Ism −

(
b2s
12

+
d20
16

)
m

{a}
4 +

(
L
2
+ bw + rc2

)2
m4

Ze wzgl¦du na caªkowit¡ symetri¦ wahadªa, moment bezwªadno±ci wahadªa wzgl¦-

dem ±rodka masy jest równy

IC = I1 + 2I2 + 2I3 + 2I4, (A.13)

a caªkowita masa wahadªa wynosi

m = m1 + 2m2 + 2m3 + 2m4. (A.14)

Moment bezwªadno±ci wzgl¦dem punktu zawieszenia wahadªa wynosi

IO = IC +

(
L

2
+ bw + bs

)2

m. (A.15)

Rozwa»my wahadªo przedstawione na Rys. 10.2. Wahadªo skªada si¦ oprócz kom-

ponentów przedstawionych w poprzednim wariancie równie» z plastikowych marke-

rów o g¦sto±ci ρm w ksztaªcie kuli o ±rednicy Dm. Masa i moment bezwªadno±ci

markera wzgl¦dem ±rodka masy wahadªa s¡ równe

m5 =
1

6
πρmD

3
m, I5 =

(
D2
m

10
+

(
L

2
− bw

2
− Dm

2

)2
)
m5. (A.16)
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b

bwbs

d0
d1

D

m

d

D

L

Rysunek 10.3. Rysunek skªadowych cz¦±ci wahadªa dla ruchu przestrzennego

W obliczeniach nale»y równie» uwzgl¦dni¢ otwór markera, który przyj¦to jako walec

o dªugo±ci Dm i ±rednicy podstawy d. Wobec tego, otrzymano

m6 =
πd2

4
Dmρm, I6 =

((
D2
m

12
+
d2

16

)
+

(
L

2
− bw

2
− Dm

2

)2
)
m6. (A.17)

Moment bezwªadno±ci wahadªa wzgl¦dem ±rodka masy jest równy

IC = I1 + 2I2 + 2I3 + 2I4 + 2I5 − 2I6, (A.18)

a caªkowita masa wahadªa wynosi

m = m1 + 2m2 + 2m3 + 2m4 + 2m5 − 2m6. (A.19)

Moment bezwªadno±ci wzgl¦dem punktu zawieszenia wahadªa równie» obliczono ze

wzoru (A.15).



Dodatek B

Rozwa»my zagadnienie pocz¡tkowe, w którym równania ró»niczkowe s¡ niekom-

pletne, tzn. nieznane s¡ warto±ci liczbowe pewnych parametrów. Niech

β = [β1, β2, ..., βK ] (B.1)

b¦dzie wektorem K nieznanych parametrów wyst¦puj¡cych w równaniach ró»nicz-

kowych oraz niech f(β) b¦dzie funkcj¡ celu postaci

f(β) =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(unumi (β)− uexpi )2, (B.2)

gdzie uexpi s¡ wynikami otrzymanymi w wyniku eksperymentu, unumi oznacza rozwi¡-

zanie numeryczne zagadnienia pocz¡tkowego dla ustalonych parametrów β w i-tej

klatce nagrania, gdzie i = 1, 2, ..., N .

Na pocz¡tku procedury metody gradientowej nale»y ustali¢ pocz¡tkow¡ warto±¢

parametrów

β(0) =
[
β
(0)
1 , β

(0)
2 , ..., β

(0)
K

]
, (B.3)

gdzie indeks górny oznacza numer iteracji. Nale»y tak»e wybra¢ pocz¡tkowy kierunek

wyszukiwania w przestrzeni K-wymiarowej

∆β(0) =
[
∆β

(0)
1 ,∆β

(0)
2 , ...,∆β

(0)
K

]
(B.4)

oraz zde�niowa¢ pocz¡tkowy kierunek poszukiwania d(0). Po okre±leniu tych trzech

wielko±ci inicjuj¡cych iteracyjny proces optymalizacji, wyliczana jest warto±¢ β(1),

zgodnie z wzorem

β(1) = β(0) + d(0)∆β(0). (B.5)

Dla ka»dej z warto±ci parametru β(0) i β(1) rozwi¡zywane s¡ rozwa»ane zagadnienia

pocz¡tkowe, a nast¦pnie obliczane s¡ warto±ci f(β(0)) i f(β(1)) funkcji celu (B.2). Dla

punktu (parametru β(1)) obliczana jest warto±¢ pochodnej funkcji celu, co informuje

nas o nachyleniu stycznej w tym punkcie, w nast¦puj¡cy sposób:

∇f (1) =


f(β(1))−f(β(0))

β1
f(β(1))−f(β(0))

β2

. . .
f(β(1))−f(β(0))

βK

 . (B.6)



Nowy kierunek poszukiwa« okre±lany jest na podstawie przybli»onej warto±ci gra-

dientu za pomoc¡ wzoru

d(1) = − ∇f (1)∣∣∣∇f (1)
∣∣∣ (B.7)

Na podstawie warto±ci gradientu (B.6), kroku (B.4) i kierunku (B.7), dokonano ak-

tualizacji przyrostu parametrów w celu zbli»enia si¦ do ekstremum funkcji . Dªugo±¢

kolejnego kroku ustala si¦ zgodnie z formuª¡

∆β(1) = w1∆β(0)
(
1 + w2d

(0)d(1)
)
, (B.8)

gdzie w1 i w2 s¡ parametrami z przedziaªu (0, 1). Ich rol¡ jest przyspieszenie procesu

iteracji, gdy kolejne kroki najwyra¹niej d¡»¡ do minimum lub zmniejszaj¡ rozmiar

kroku po zmianie kierunku. W dalszych etapach iteracji p równanie (B.8) przyjmuje

posta¢

∆β(p+1) = w1∆β(p)
(
1 + w2d

(p)d(p+1)
)
. (B.9)

Proces poszukiwania warto±ci minimalnej parametru β zostaje zatrzymany, je±li

zostanie osi¡gni¦ty zadowalaj¡cy poziom funkcji celu speªniaj¡cej rol¦ miary od-

legªo±ci mi¦dzy warto±ciami u wyznaczonymi numerycznie w wyniku rozwi¡zania

zagadnienia pocz¡tkowego i danymi eksperymentalnymi. Przewidziano tak»e drug¡

mo»liwo±¢ zako«czenia tego procesu, gdy ró»nica mi¦dzy warto±ciami funkcji celu

w dwóch kolejnych iteracjach jest wystarczaj¡co maªa, to znaczy mniejsza od zadanej

a priori warto±ci.



Dodatek C

Przedstawione w rozdziale 4.2 caªki (4.75)�(4.76), dla ustalonych αu i βu, przyj-

muj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢:

Q̂(1)
αu

=

∫ L

0

carω
2 cosαu (R cos βu + r sinαu) dr −

∫ L

0

c1rωR cosαu sin βudr−

D1

∫ L

0

r
√
Ar2 +Br + Cdr,

(C.1)

Q̂
(1)
βu

= −
∫ L

0

carω
2R sinαu sin βudr −

∫ L

0

c1r sinαu (ωR cos βu + rω sin βu) dr−∫ L

0

(
D2r

2 +D3r
)√

Ar2 +Br + Cdr,

(C.2)

gdzie

A = 2ω2 − 2ω2 cos (2αu), (C.3)

B = 8ω2R cos βu sinαu, (C.4)

C = ω2R2
(
3 + cos (2αu) + 2 cos (2βu) sin

2 αu
)
, (C.5)

D1 =
1

2
c2ωR cosαu sin βu, (C.6)

D2 =
1

2
c2ω sin2 αu, (C.7)

D3 =
1

2
c2ωR cos βu sinαu (C.8)

s¡ staªymi. Caªki, które zawieraj¡ w funkcji podcaªkowej wspóªczynniki c1 oraz ca

s¡ elementarne i s¡ równe, odpowiednio

Q̂(1)
αu

=
1

6
caL

2ω2 cosαu (3R cos βu + 2L sinαu)−
1

2
c1L

2ωR cosαu sin βu−

D1

∫ L

0

r
√
Ar2 +Br + Cdr,

(C.9)

Q̂
(1)
βu

= −1

2
caL

2ω2R sinαu sin βu −
1

6
c1L

2 sinαu (3ωR cos βu + 2Lω sin βu)−∫ L

0

(
D2r

2 +D3r
)√

Ar2 +Br + Cdr.
(C.10)

Wyst¦puj¡ce pod pierwiastkiem wyra»enie Ar2 + Br + C jest zawsze nieujemne,

poniewa» przedstawia ono dªugo±¢ wektora pr¦dko±ci v⃗⊥(r, t) (patrz wzór (4.66)).



Wspóªczynnik A i C s¡ tak»e nieujemne � na mocy odpowiednio wzoru (C.3) i (C.5).

Nale»y doda¢, »e k¡t αu nie osi¡gnie w »adnym przypadku warto±ci równej zero, st¡d

A i C s¡ dodatnie. Wyró»nik trójmianu kwadratowego jest równy

∆ = B2 − 4AC = −16R2ω4 sin2 (2αu) sin
2 βu. (C.11)

Ze wzgl¦du na parzyste pot¦gi, mamy ∆ < 0.

Caªki z funkcji niewymiernych obliczono za pomoc¡ metody wspóªczynników

nieoznaczonych Lagrange'a wedªug wzoru∫
Wn(r)√

Ar2 +Br + C
dr = Qn−1(r)

√
Ar2 +Br + C + a0

∫
1√

Ar2 +Br + C
dr,

(C.12)

gdzieWn(r) jest danym wielomianem stopnia n, Qn−1 jest wielomianem stopnia n−1

o nieznanych wspóªczynnikach, a a0 jest szukan¡ liczb¡ rzeczywist¡.

Nieoznaczone caªki z funkcji niewymiernych w równaniach (C.9)�(C.10) przyj-

muj¡ posta¢

I1 =

∫
Ar3 +Br2 + Cr√
Ar2 +Br + C

dr, I2 =

∫
A4r

4 + A3r
3 + A2r

2 + A1r√
Ar2 +Br + C

dr, (C.13)

gdzie A4 = AD2, A3 = BD2+AD3, A2 = CD2+BD3, A1 = CD3. Stosuj¡c metod¦

wspóªczynników nieoznaczonych Lagrange'a, otrzymamy

I1 =
(
a1r

2 + a2r + a3
)√

Ar2 +Br + C + a0I3, (C.14)

gdzie

I3 =

∫
dr√

Ar2 +Br + C
, (C.15)

a a0, a1, a2, a3 s¡ nieznanymi wspóªczynnikami. Ró»niczkuj¡c obie strony równania

(C.14) oraz mno»¡c przez pierwiastek z mianownika, mamy

Ar3+Br2+Cr = (2a1r + a2)
(
Ar3 +Br2 + Cr

)
+
(
a1r

2 + a2r + a3
)(

Ar +
B

2

)
+a0.

(C.16)

Przyrównuj¡c elementy stoj¡ce przy ri, gdzie i = 0, 1, 2, 3, otrzymano ukªad równa«

liniowych postaci 
3Aa1 = A,
5
2
Ba1 + 2Aa2 = B,

2Ca1 +
3
2
Ba2 + Aa3 = C,

a0 + Ca2 +
1
2
Ba3 = 0,

(C.17)
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którego rozwi¡zaniem s¡ nast¦puj¡ce wspóªczynniki:
a1 =

1
3
,

a2 =
B

12A
,

a3 =
C
3A

− B2

8A2 ,

a0 =
B3

16A2 − BC
4A
.

(C.18)

Caªk¦ nieoznaczon¡ I3 obliczono za pomoc¡ pierwszego podstawienia Eulera (A > 0)

postaci
√
Ar2 +Br + C = t−

√
Ar (C.19)

Podnosz¡c równanie (C.19) obustronnie do kwadratu, mamy

r =
t2 − C

2
√
At+B

, (C.20)

a po zró»niczkowaniu

dr =

√
At2 +Bt+

√
AC

2
√
At+B

. (C.21)

Podstawiaj¡c (C.19)-(C.21) do nieoznaczonej caªki (C.15), otrzymano

I3 =

∫
2

2
√
At+B

dt =
1√
A

ln
∣∣∣2√At+B

∣∣∣+ c. (C.22)

Ostatecznie, wracaj¡c do zmiennej r � na mocy (C.19), uzyskano

I3 =
1√
A

ln
∣∣∣2√A√Ar2 +Br + C + 2Ar +B

∣∣∣+ c. (C.23)

Caªka I1 ostatecznie przyjmuje posta¢

I1 =

(
1

3
r2 +

B

12A
r +

C

3A
− B2

8A2

)√
Ar2 +Br + C+(

B3

16A2
√
A

− BC

4A
√
A

)
ln
∣∣∣2√A√Ar2 +Br + C + 2Ar +B

∣∣∣+ c.

(C.24)

Do obliczenia caªki I2 równie» zastosowano metod¦ wspóªczynników nieoznaczo-

nych Lagrange'a, tzn. caªk¦ I2 zapisano w nast¦puj¡cej postaci:

I2 =
(
b1r

3 + b2r
2 + b3r + b4

)√
Ar2 +Br + C + b0I3, (C.25)

gdzie I3 jest wyra»ona wzorem (C.15), a bi, gdzie i = 0, 1, ..., 4, s¡ nieznanymi wspóª-

czynnikami rzeczywistymi. Post¦puj¡c analogicznie jak w przypadku obliczania caªki

I1, otrzymano nast¦puj¡ce wspóªczynniki:

b1 =
A4

4A
,

b2 =
8A·A3−7A4B

24A2 ,

b3 =
48A2A2−40A·A3B+35A4B2−36A·A4C

96A3 ,

b4 =
192A3A1−105A4B3−16A2(9A2B+8A3C)+20AB(6A3B+11A4C)

192A4 ,

b0 =
35A4B4−64A3(A1B+A2C)−40AB2(A3B+3A4C)+48A2(A2B2+C(2A3B+A4C))

128A4 .

(C.26)



Caªki oznaczone obliczono, stosuj¡c twierdzenie Newtona-Leibniza.
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