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W rozprawie przedstawiono problematyke szacowania rozwigzan dokladnych dla rownan
rézniczkowych czastkowych eliptycznych, na przyktadzie rownania Poissona 1 jego uog6lnien. Jak
wiadomo réwnania rézniczkowe czastkowe umozliwiaja modelowanie zjawisk fizycznych, wielu
probleméw naukowych i inzynierskich. Jesli rownania takie nie moga by¢, przynajmniej w tatwy
sposdb rozwigzane analitycznie, to woOwczas podejmujemy probe zastosowania metod
numerycznych. Jednakze otrzymywane komputerowo wyniki stanowia jedynie rozwigzanie
przyblizone. Nalezy zauwazy¢, ze w obrgbie tak szerokiej dziedziny, jak réwnania roézniczkowe
czastkowe, wcigz opracowywane sg analityczne metody ich rozwigzywania. Niezwykle istotna jest
tutaj rowniez kwestia istnienia rozwigzania dla danego rownania — w wielu przypadkach moze ono
nie istnie¢ [1]. Tak wigc juz samo zagadnienie musi spetnia¢ okreslone warunki, by poszukiwanie
dla niego rozwigzan przyblizonych bylo sensowne.

Badania autora skupialy si¢ wokol rozwigzywania rownan rézniczkowych czastkowych
eliptycznych na przyktadzie réwnania Poissona oraz jego uogolnionych postaci [5]. Dotycza one
zasadniczo metod z klasy roznic skonczonych, ktoére prowadzg do uktadow rownan liniowych
o bardzo duzych rozmiarach. W praktyce rodzi to dwa problemy: pierwszy, dotyczacy optymalizacji
uzycia pamigci, a w szczegOlnosci przechowywania w pamieci macierzy rzadkich, oraz drugi,
zwigzany z koniecznos$cig wykonania znaczacej liczby operacji arytmetycznych w celu uzyskania
wynikow, co stanowi zroédto btedow numerycznych 1 moze doprowadzi¢ do otrzymania btgednego
rezultatu. Problem przechowywania macierzy rzadkich i ograniczenia uzycia pamigci jest juz
dobrze znany 1 istnieje wiele algorytmow skutecznie rozwigzujacych tego typu zagadnienia,
zaimplementowanych w wielu znanych bibliotekach programistycznych stuzacych do obliczen
numerycznych. Z Kkolei problem drugi, dotyczacy bledéw zaokraglen, podejmowany byt od strony
teoretycznej] w ksigzce Wilkinsona [11], oraz od strony praktycznej w pracy [2]. W obu
przypadkach wykorzystano podejscie analityczne, pozwalajgce w sposdb matematyczny oszacowac
btad z gory, z dos¢ duza niedokladnoscig. W zwiazku z tym interesujaca tematyka badawcza jest
problem automatycznego szacowania bledow tak, by otrzymywane rezultaty precyzyjnie
informowaly o dokladnosci wykonanych obliczen. Dlatego autor proponuje zastosowanie
arytmetyki przedziatowej, ktora umozliwia gromadzenie informacji o bitgdach powstajacych
podczas obliczen.



Wstepne zatozenia pracy okreslaja ponizsze punkty.

1. Rozwigzywanie rownan rozniczkowych czastkowych eliptycznych za pomoca
metod z klasy réznic skonczonych prowadzi do duzych uktadow réwnan liniowych,
ktorych rozwigzywanie jest narazone na nagromadzenie bledow zaokraglen.

2. Bledy metody, jak i btedy zaokraglen, nie sa uwzgledniane bezposrednio w trakcie
obliczen prowadzonych za pomocg istniejagcych obecnie modeli rozwigzywania
roéwnan roézniczkowych czastkowych w arytmetyce zmiennopozycyjne;.

3. Arytmetyka przedzialowa daje mozliwo$¢ automatycznego gromadzenia informacji
o wszystkich rodzajach btedow poprzez uwzglednianie ich w trakcie obliczen.

Przedstawione w pracy metody przedzialowe nalezg do klasy FDM (z ang. finite difference
methods) i pozwalajg na znajdowanie oszacowan rozwigzan doktadnych dla zagadnien brzegowych
okreslonych dla wybranych PDE (z ang. partial differential equations) eliptycznych. Lacznie
przedstawiono metody oparte na pigciu réznych schematach réznicowych, dla trzech typéw PDE,
ktére zostaty zaimplementowane w trzech rodzajach arytmetyki. tj. arytmetyce zmiennopozycyjnej,
przedziatowej zwyktej, i przedziatowej skierowanej. Nalezy odnotowac iz zaprezentowane metody
powinno si¢ traktowac jako heurystyki, gdyz opracowanie dowodu co do zawierania si¢ rozwigzan
doktadnych w przedziatach wynikowych stanowi osobny problem matematyczny. Cho¢ nie dajg one
matematycznej gwarancji zawierania si¢ rozwigzan, to eksperymentalnie wykazuja one skutecznos¢
dla szerokiej klasy eliptycznych rownan rézniczkowych czastkowych. Opracowanie dowodow
matematycznych stanowi natomiast interesujacy temat dla dalszych badan. Jest on podejmowany
przez naukowcoéw zajmujacych si¢ problemami z pogranicza zaawansowanej matematyki i metod
numerycznych, a najwazniejsza praca, stanowiaca bardzo dobre podsumowanie aktualnego stanu
tych badan, jest ksigzka [9].

Gloéwna hipoteza badawcza, postawiona w rozprawie doktorskiej, brzmi: zastosowanie arytmetyki
przedzialowej do rozwigzywania réwnania Poissona umozliwia automatyczne uwzglednienie
roznych bledow numerycznych wewnatrz otrzymanych rozwigzan przedzialowych. Ponadto
wykazano, ze metody przedzialowe opracowane w ramach weryfikacji tej hipotezy mozna uogolnié¢
dla przypadku liniowych PDE eliptycznych rzedu drugiego. Podjeto rowniez probe odniesienia si¢
do metody pozwalajacej na $cista weryfikacje istnienia rozwigzan rozwazanych w pracy rodzajow
PDE oraz znajdowania ich oszacowania popartego dowodem matematycznym. Taka metodg dla
rownan eliptycznych jest, korzystajaca z modelu FEM (z ang. finite element methods), metoda
Nakao [8]. Poréwnano wyniki uzyskane obiema metodami, tj. zaproponowanymi w tej pracy
przedzialowymi metodami FDM oraz korzystajaca z przedziatléw (lecz nie w pelni przedziatowa —
na co zwrocono uwage w rozprawie) metodg Nakao. Wymagato to jednak rozszerzenia algorytmu
opracowanego pierwotnie przez autora dla najprostszego rownania eliptycznego, jakim jest rowna\-
nie Poissona, do postaci przeznaczonej dla ogolniejszej klasy rownan eliptycznych, jakg rozwazat
Nakao.

Z tego wzgledu jako punkt wyjScia przyjeto rownanie Poissona (PE) z warunkami brzegowymi
Dirichleta. Nastepnie problem uogdlniono dodajac funkcje bedace parametrami tego réwnania co
nazwano (w ramach tej rozprawy) uogdélnionym réwnaniem Poissona (GPE). W dalszej kolejnosci
rozszerzono to rownanie do ogolniejszej postaci okreslajacej pewna klase réwnan eliptycznych
rozwazanych przez Nakao (NE). Bylo to o tyle istotne, iz ze wstgpnych analiz aktualnego stanu
badan wynikalo, ze metoda opracowana przez Nakao wykorzystuje arytmetyke przedziatowag do
weryfikacji istnienia i znajdowania oszacowan dla rozwigzan doktadnych réwnan eliptycznych, do
czego, w ocenie autora, nalezato si¢ w tej rozprawie odnies¢. Stad szczegotowemu opisowi tej
metody zostat poswiecony osobny rozdzial — rozdziat 4.



Nalezy zaznaczy¢, iz cz¢$¢ eksperymentalna wymagata implementacji arytmetyki przedziatowej,
w dwoch wersjach — zwyklej i skierowanej. Arytmetyke przedzialowa zwykla (ang. proper interval
arithmetic) zaimplementowano wg standardu [3] oraz prac [3][7], natomiast arytmetyke
przedzialowa skierowang (ang. directed interval arithmetic) wg artykutow [3] [6] [10]. Sama
implementacja obu arytmetyk jest nietrywialna i z tego wzgledu po$wigcono jej w rozprawie
osobny rozdzial — rozdziat 3.

Przeprowadzone przez autora badania w kierunku weryfikacji hipotezy gtéwnej, pokazaty, iz
btedy metody mozemy szacowac eksperymentalnie, a nast¢pnie uwzglednia¢ je w trakcie obliczen.
Ponadto udato si¢ wykaza¢ uzyteczno$¢ arytmetyki przedziatowej dla doboru optymalnej wielko$ci
siatki do danego zagadnienia. Interesujace sg roéwniez wilasciwosci arytmetyki przedzialowe;j
skierowanej, ktora ze wzgledu na istnienie elementu przeciwnego i odwrotnego pozwala na
wykonywanie obliczen w sposdb pozwalajacy na pewng redukcje szerokosci koncowych rozwigzan
przedzialowych. Wyniki eksperymentdéw, zamieszone w rozdziale 7, potwierdzily, iz przedziaty
uzyskiwane przy zastosowaniu tej arytmetyki sg wezsze niz w przypadku zwyklej arytmetyki
przedziatowe;.

Jednoczesnie dla analizowanych rownan odtworzono metode Nakao, co stanowilo element
weryfikacji jednej z hipotez pomocniczych. W efekcie tych prac wykazano, iz nie jest mozliwe
zastosowanie metody Nakao do rozwigzywania rownania Poissona i jego uogolnionej postaci,
jakkolwiek sg one uzyteczne dla pewnej, do$¢ ogodlnej klasy PDE eliptycznych. Z kolei metody
proponowane w tej rozprawie (nalezace do metod rdznic skonczonych) mozna skutecznie stosowaé
réwniez dla rdwnan analizowanych przez Nakao, a ich istotng zaleta jest prostsza konstrukcja i
implementacja. Eksperymenty wykazaty ponadto, iz rozwigzania doktadne nalezg do przedzialow
otrzymywanych metodami proponowanymi przez autora, aczkolwiek — jak wcze$niej wspomniano
— znalezienie analitycznego dowodu co do zawierania si¢ rozwigzan dokladnych wydaje si¢ trudne
od strony matematycznej 1 zalezne od rozpatrywanego problemu.

Uzyskane wyniki pozwolily na pozytywng weryfikacje postawionej hipotezy badawczej. Dla
wszystkich opracowanych metod zaprezentowano sposob w jaki eksperymentalnie mozna szacowac
btedy metody. Przyktady obliczeniowe z kolei pokazaly, iz rozwigzanie doktadne znajdowato sie
wewnatrz rozwigzan przedzialowych. Interesujacym przedmiotem dalszych badan wydaje si¢
uzycie istniejacych metod VC (z ang. verified-computing) jako narzedzia do wstgpnego
oszacowania bledow, a nastepnie wykorzystanie zaprezentowanego w tej pracy sposobu konstrukcji
metod w pelni przedziatowych (tj. takich, w ktorych cate obliczenia, czyli wszystkie operacje
arytmetyczne wykonywane sg na przedziatach). W efekcie uzyskiwane oszacowania rozwigzan
doktadnych mogtyby by¢ nie tylko doktadniejsze, ale réwniez, kazdorazowo, poparte dowodem
matematycznym — wynikajacym bezposrednio z danej metody VC.
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