Marek Wydmuch

Addressing the long-tail problem
in extreme multi-label classification

Doectoral Dissertation

Submitted to the Discipline Council
of Information and Communication
Technology

of Poznan University of Technology

Advisor: Krzysztof Dembe¢zynski, Eng. Ph.D., Habil.

Poznan} 2025






Marek Wydmuch

Problem dlugiego ogona w
ekstremalnej klasyfikacji
wieloetykietowej

Rozprawa doktorska

Przedlozono Radzie Dyscypliny
Informatyka Techniczna

i Telkomunikacja

Politechniki Poznaiiskiej

Promotor: Krzysztof Dembczynski, Inz. Dr Hab.

Poznan - 2025



A dissertation submitted in partial fulfillment of the requirements
for the degree of Doctor of Philosophy in Computing Science.

Marek Wydmuch

Machine Learning Laboratory

Faculty of Computing and Telecommunications
Institute of Computing Science

Poznan University of Technology
mwydmuch@cs.put.poznan.pl

The dissertation was typeset by the author in IXTEX.
The cover and back cover were designed by the author.

Copyright () 2025 by Marek Wydmuch

This dissertation and associated materials can be downloaded from:
https://www.cs.put.poznan.pl/mwydmuch/dissertation

Institute of Computing Science
Poznan University of Technology
Piotrowo 2, 60-965 Poznan, Poland
https://www.cs.put.poznan.pl

Computational experiments were partially performed in Poznan Supercomputing and Networking Center.

The use in this dissertation of trade names, trademarks, service marks, and similar terms, even if they are
not identified as such, is not to be taken as an expression of opinion as to whether or not they are subject
to proprietary rights.


mwydmuch@cs.put.poznan.pl
https://www.cs.put.poznan.pl/mwydmuch/dissertation
https://www.cs.put.poznan.pl

Abstract

Extreme multi-label classification (XMLC) is a learning task of assigning multiple
labels to instances from an extremely large pool of possible labels, reaching an
order of hundreds of thousands or even millions. Such scenarios are increasingly
prevalent in modern applications like document and media tagging, recommenda-
tion systems, and web advertising. However, XMLC faces significant challenges,
notably computational complexity and severe statistical issues arising from the
sparsity of labels, commonly referred to as the “long-tail” problem. This disserta-
tion specifically focuses on the “long-tail” labels, which, despite their infrequency,
hold significant value in many real-world applications. However, the current XMLC
metrics, such as precision@k, inadequately capture performance on these rare
labels, allowing classifiers to ignore them without impacting the metric values,
motivating the need for an alternative way of evaluating performance on the “long
tail”. Consequently, this thesis proposes the use of macro-averaged metrics, which
average binary metrics calculated for each label, making them all equally important.
The common settings in XMLC often require predicting exactly k labels. This
constraint, combined with macro-averaged metrics, creates a unique optimization
challenge that was not considered before. The core hypothesis examined in this
dissertation asserts the existence of consistent inference algorithms for optimizing
these macro-averaged metrics budgeted at k. The main contributions include
deriving Bayes-optimal classifiers for both classic instance-wise and macro-averaged
metrics. The latter is being analyzed under two distinct statistical frameworks
— expected test utility (ETU) and population utility (PU). In all cases, regret
bounds that establish consistency under realistic conditions are provided, and
computationally efficient inference algorithms are proposed. Empirical evaluations
validate theoretical results, demonstrating that introduced methods significantly
improve results on macro-averaged metrics. At the same time, they can maintain
good performance on classical metrics and are computationally efficient, making
them suitable for the XMLC problems.






Introduction and outline

Machine learning and extreme multi-label classification

Machine learning is currently a broad and fast-growing sub-field of artificial intelli-
gence that sits between domains of computer science, mathematical optimization,
information theory, statistics, and even neuroscience. The fundamental idea be-
hind machine learning is to enable computers to discover algorithms for solving
specific tasks that would be too difficult or too costly to be solved by human
programmers. Instead of being provided with explicit instructions, a computer is
presented with data related to the problem (e.g., examples of correctly performed
tasks) and “learns” how to solve it based on that data. Recent advancements in
the development of machine learning have led to its being successfully applied to
a growing number of applications, which leads to the emergence of new research
directions. On a high level, machine learning approaches are traditionally divided
into three categories, which correspond to learning paradigms, depending on the
nature of the data available to the learning system:

e Supervised learning: A computer is presented with example inputs and

their desired outputs (labels), given by a “teacher”. We call the set of such
examples a training set. The goal is to learn from these a general function

that maps inputs to outputs.

e Unsupervised learning: No labels are given to the learning algorithm, leaving

it on its own to find hidden structure in its inputs.

e Reinforcement learning: A computer program (usually called an agent in

this context) interacts with a dynamic environment in which it must achieve
a certain goal. As it performs different actions, the environment provides
feedback that is analogous to rewards. The goal is to learn a strategy that

maximizes the sum of the rewards.

This categorization is rather a simplistic attempt at pigeonholing numerous machine



learning settings and algorithms.

Nevertheless, in this thesis, we will focus directly on the sub-class of supervised
learning called classification. Classification involves assigning a discrete label, or a
number of them, to an input instance based on its features as correctly as possible
(e.g., give names of objects visible in the image, diagnose a disease based on patient
results, assign relevant categories and tags to the article, and predict products
that have a chance to be bought by a specific customer.) Classification is one
of the most widely studied and applied machine learning tasks across numerous
domains.

Simple classification tasks typically involve assigning a single label to each
instance (multi-class classification) or determining the presence or absence of a
single characteristic (binary classification). However, many real-world problems
require assigning multiple labels to a single instance simultaneously. This type of
classification problem, known as multi-label classification, introduces additional
complexity compared to binary or multi-class classification. For example, a news

nn

article might belong to multiple categories such as "politics," "economy," and

"international affairs"; an image might contain multiple objects like "person,"

"car," and "building"; a customer might buy many products from the store; or a

car,
patient might have multiple medical conditions simultaneously.

Extreme multi-label classification (XMLC) extends the multi-label classification

paradigm to settings with extraordinarily large numbers of potential labels, ranging
from thousands to millions, with only a small subset of a few being relevant for
each input instance. This scenario is increasingly common in modern applications
such as:

1. Documents and media tagging for search: Identifying relevant topics, cat-

egories, or keywords in documents and media (text, image, sound, video)
from a vocabulary of millions of possible tags [Dekel and Shamir} 2010} |Deng
et al., 2011} Agrawal et al 2013].

2. Recommendation: Suggesting a small subset of relevant items from a huge

inventory to customers or matching them with other items [Weston et al.,
2013|, Zhuo et al.| [2020, |[Song et al., [2020], or search queries [Medini et al.,
2019, |(Chang et al., 2020].

3. Web advertising: Matching ads to search queries or web pages from a large
collection of advertisements [Prabhu and Varmal 2014, |Jain et al., 2019].

The scale of these problems makes XMLC different from standard multi-label
classification, requiring different techniques and algorithms. In XMLC, both the
feature space and labels are high-dimensional, posing several key challenges:

1. Computational efficiency: multi-label classification methods often have linear

complexity with the number of labels or higher to account for complex
dependencies between labels. Applying these methods becomes impractical
when dealing with a large number of labels. Efficient algorithms that can
train and predict in sublinear time are essential in this setting.

2. Statistical challenges: with a large number of potential labels, most of them
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Figure 1: Label frequency in XMLC datasets. The x-axis shows
the label rank when sorted by the frequency of positive instances
and the y-axis gives the number of the positive instances. The first
plot uses a log scale for both the x- and y-axis; the second uses a
linear scale but crops the y-axis at 100.

appear in only a tiny fraction of instances, leading to severe data sparsity

and imbalance issues. A large pool of labels also makes labeling prone to the

nose, especially labels going missing, as it is nearly impossible for annotators

to carefully evaluate the whole set of labels when it is so large.

Long-tailed label distribution

While in this thesis, we touch on the aspect of efficient algorithms, we especially
focus on the issue of high label imbalance and sparsity. Given the large number of
labels in XMLC datasets reaching hundreds of thousands or even millions, and
their adherence to Zipf’s law |[Adamic and Huberman, 2002], it is not surprising
that many labels are very sparse, and therefore the label distribution is strongly
“long-tailed” [Bhatia et al., 2015 Babbar and Scholkopf, 2017]. In Figure (1} we
plot the distribution of label frequencies of nine popular benchmark datasetﬁﬂ
from the XMLC repository |Bhatia et al. |2016], clearly showing that only a small
fraction of labels are well represented in the whole set, while the rest form a long

tail with very few examples each.

Paradoxically, in many applications, these rare labels are considered to be
more important, as being more informative or more satisfying when predicted
correctly, e.g., very general tags are rarely useful for finding information, the user
feels better when a good recommendation of an item that was unknown to them
instead of most popular one. Posing the critical research question, what is the
best way to accommodate these tail labels.

"We will use the same set of nine datasets throughout this thesis.



Performance metrics in XMLC

When training a classifier, one usually aims to achieve the highest quality of
predictions, expressed in the form of a metric that scores the classifier’s output
in comparison to the expected output. To evaluate the classifier’s generalization
capabilities, the additional (test) set, which was not seen by the classifier before,
is used. The test set, like the training set, needs to contain both the input and the
expected output pairs. The simplest metric in classification is zero-one accuracy,
which assigns a score of 1 if the classifier’s prediction exactly matches the expected
output for a given input and 0 otherwise. The scores are then averaged over all
instances in the test set.

Due to the specificity of a setting, the XMLC area adopted its own set of
standard metrics for evaluating classifiers. In traditional multi-label classification,
the classifier’s decision is evaluated either for each label or on the level of the whole
positive and negative label sets. Due to the nature of XMLC applications, like
search and recommendation, one usually does not care about the precise decision
for each label, but rather obtaining a set of labels, often of specific size, that
will maximize the evaluation metric. The size of the prediction set can often be
indicated by a graphical interface having a specific number of slots for presenting
search results, recommendations, or ads [Cremonesi et al.,[2010} |Chang et al., [2021].
To reflect that, it is popular to evaluate using the so-called “at k” (Qk) metrics,
for which the classifier returns precisely k labels for an instance (sometimes also
with specified order). The most popular metric is precision@k, which counts how
many of the k predicted labels were in the set of true labels, followed by metrics
like recall@k, or (n)DCGQE.

It has been noticed that, under high label imbalance, competitive performance
on these metrics can be achieved by correctly predicting the most popular la-
bels [Jain et al.l 2016, Wei and Li, 2020]. Therefore, the community has started
to develop new metrics that prefer “rewarding” [Ye et al., 2020, “diverse” |[Babbar
and Scholkopf, [2019|, and “rare and informative” |Prabhu et al., |2018a] labels over
the frequently occurring head labels.

Jain et al. [2016] addressed this problem as the first ones by introducing propen-
sity-scored performance metrics, which quickly gained popularity and became
a standard in the XMLC community. These metrics are weighted variants of
standard metrics like precision@¥k, that give increased weight to tail labels, but
these weights have been derived from the perspective of missing labels, and the
interpretation of the results on these metrics is not straightforward.

Motivation

We have noticed that even the popular propensity-scored precision only slightly
better distinguishes classifiers that are good at predicting tail labels from the ones



that are not. This observation motivates the search for alternative metrics better
suited to evaluating performance in long-tail scenarios.

In multi-label classification, one can consider a wide spectrum of measures that
are usually divided into three categories based on the averaging scheme, namely
instance-wise, micro-, and macro-averaging. Instance-wise measures are defined,

as the name suggests, on the level of a single instance. Typical examples are
already mentioned precision@k, recall@k, (n)DCG@k, Hamming loss, and the
instance-wise Fg-measure. Micro-averages are defined on a single confusion matrix
that accumulates true positives, false positives, false negatives, and true negatives
from all the labels. Macro-averages require a binary metric to be applied to each
label separately and then averaged over the labels. In general, any binary metric
can be applied in any of the above averaging schemes. Not surprisingly, some of
the metrics, for example, Hamming loss, lead to the same form of the final metric
regardless of the scheme used. One can also consider the wider class of measures
that are defined as general aggregation functions of label-wise confusion matrices.

The macro-averaged metric seems to be very attractive in the context of
evaluating long-tail performance in XMLC, as they treat all the labels equally
important, preventing the labels with a small number of positive examples from
being overshadowed. Because of that, we take a closer look at these metrics with
a prediction budget of k, which naturally fits the XMLC setting. The budget
requires the prediction algorithm to choose labels “wisely,” often leading to the
presence of long-tail labels in the set of predicted labels. It is also natural in
typical applications of XMLC, like recommendation systems, in which the number
of slots is dictated by the user interface.

To illustrate the emphasis that macro-averaged put on tail-labels, in Table [I]
we compare two classiﬁersﬂ The first was trained on all labels, and the second was
trained only on 20% of the head labels, with the rest being discarded as they would
not exist. Then, both models are evaluated using a complete set of labels. The
standard metrics are only slightly perturbed by reducing the label space to the head
labels. The propensity-scored precision decreases more significantly, sometimes
even to 35%, but this drop in performance does not fully reflect the inability of a
classifier to predict 80% of labels. In contrast, macro-averaged metrics (precision,
recall, and Fi-measure) with a budget at k, as well as coverage@Fk, a popular
auxiliary measure in XMLC |Jain et al., [2016} Babbar and Scholkopf, 2019| [Wei
and Li, 2020, |Schultheis et al., 2022|, decrease much more drastically, even over
70%, much better reflecting the classifier’s inability to predict the remaining 80%
of labels. These results show that budgeted-at-k£ macro measures might be very
attractive in the context of long tails.

2We use an ensemble of probabilistic label trees |[Jasinska-Kobus et al.,2020|, the same method
we use later in Chapter 9 for other experiments.



Table 1: Results (%) of a classifier trained on the full set of labels and a classifier
trained with only 20% of head labels (most frequent labels) on different metrics
budgeted at k (Qk). The difference smaller than 5% is colored green, smaller than
30% , and bigger using red.

Metric With all labels With top 20% labels
@1 @3 @b @1 (diff.) @3 (diff.) @5 (diff.)
RCV1x-2K

Precision 89.99 7218 51.67| 89.96 (-0.03%) 72.08 (-0.14%) 5HL.BT  (-0.21%)
Propensity-scored Prec. | 96.94 78.69 56.92 | 96.84 (-0.11%) 7836  (-0.42%) 56.52  (-0.72%)
Recall 40.31  74.60 81.17 | 40.29  (-0.06%)  74.49  (-0.14%) 81.02  (-0.19%)
nDCG 89.99 75.87 60.65 | 89.96 (-0.03%) 75.79  (-0.11%)  60.56  (-0.15%)
Macro-Precision 10.04 13.79  13.37 8.93 9.26  (-32.81%) 7.37  (-44.86%)
Macro-Recall 1.24 4.65 7.61 1.16 3.81 5.66

Macro-Fy 1.74 5.44 7.62 1.61 4.28 5.34

Coverage 1242 26.14 3591 | 11.24 17.18 (-34.27%)  18.89 (-47.39%)

EURLex-4.3K

Precision 91.40 81.21 68.50 | 90.55  (-0.93%)  79.30  (-2.35%)  65.88  (-3.83%)
Propensity-scored Prec. | 151.59 139.26 120.68 | 144.54  (-4.65%) 127.92 107.07

Recall 20.81 5330 71.61 | 20.59 (-1.07%) 51.88  (-2.66%)  68.68  (-4.09%)
nDCG 91.40 83.62 74.24 | 90.55 (-0.93%) 81.95 (-2.00%)  72.01 = (-3.01%)
Macro-Precision 14.39 2255 2536 | 11.84 13.83  (-38.69%)  12.22 (-51.83%)
Macro-Recall 4.45 14.15 2257 3.26 9.04 (-36.10%)  12.97 (-42.53%)
Macro-F; 6.16 16.41 22.73 4.69 10.40 (-36.61%)  12.20 (-46.33%)
Coverage 15.62 27.09 34.54 | 13.18 18.31 (-32.41%)  19.46  (-43.66%)

AmazonCat-14K

Precision 89.28  69.10 54.63 | 89.25  (-0.03%) 68.77  (-0.47%)  52.99  (-3.00%)
Propensity-scored Prec. | 95.23  77.83 64.44 | 94.32 (-0 90” %) 7507  (-2.65%)  59.86

Recall 39.40  69.11 83.63 | 39.40 (-0.01%) 68.84  (-0.39%) 81.73  (-2.26%)
nDCG 89.28 73.43 62.34 | 89.25 (-0.03%) 73.18 (-0.34%) 61.14  (-1.91%)
Macro-Precision 25.19  39.74 41.82 | 12.81 (-49.15%) 13.41 (-66.26%) 10.94 (-73.83%)
Macro-Recall 2.74 15.50  36.67 1.32  (-51.87%) 6.83 (-55.91%) 12.73 (-65.27%)
Macro-Fy 4.53  20.09 36.57 2.18 (-51.97%) 8.29 (-58.75%)  11.39 (-68.87%)
Coverage 30.25  54.89  69.59 15.57  (-48.52%) 18.91 (-65.56%) 19.87  (-71.45%)

WikiLSHTC-325K

Precision 63.44 4194 31.14 | 59.32 37.75 27.57
Propensity-scored Prec. | 163.80 118.44  90.78 | 133.40 89.06 66.02

Recall 28.11 47.00 54.58 | 25.39 40.54 46.18

nDCG 63.44  46.72 37.94 | 59.32 42.51 34.16
Macro-Precision 12.83 18.61 18.73 7.10  (-44.64%) 7.25 (-61.06%) 6.03  (-67.82%)
Macro-Recall 6.53 15.71  20.72 3.57  (-45.42%) 7.38  (-53.00%) 9.17  (-55.75%)
Macro-F, 7.78 15.19 17.30 4.16  (-46.61%) 6.33  (-58.34%) 6.31  (-63.54%)
Coverage 16.61 29.71  35.53 | 10.80 (-34.97%) 15.64 (-47.38%) 17.10 (-51.87%)

WikipediaLarge-500K

Precision 66.83 47.79 37.41 | 60.88 42.00 32.46
Propensity-scored Prec. | 187.95 142.69 113.72 | 139.25 98.25 (-31.15%)  76.40 (-32.82%)
Recall 21.86  39.77  48.07 | 18.75 32.43 38.55

nDCG 66.83  52.07 43.72 | 60.88 46.20 38.45
Macro-Precision 13.09 19.92 21.04 5.98 (-54.31%) 6.39 (-67.93%) 5.74  (-72.71%)
Macro-Recall 6.64 16.16 21.83 2.77  (-58.36%) 5.81 (-64.08%) 747 (-65.80%)
Macro-F, 7.84 1594  18.99 3.23  (-58.76%) 5.15 (-67.67%) 5.51  (-70.99%)
Coverage 16.58  30.83  37.87 9.31 (-43.89%) 13.92 (-54.85%)  15.66 (-58.64%)

Amazon-670K

Precision 44.97 4020 36.71 | 41.01 34.38 28.95
Propensity-scored Prec. | 288.28 273.84 259.09 | 229.95 197.65 167.45  (-35.37%)
Recall 9.35 23.31 34.39 8.00 19.05 26.19

nDCG 44.97 41.29 38.58 | 41.01 35.91 31.75
Macro-Precision 4.78 1046 14.21 3.38 5.31  (-49.20%) 5.43  (-61.77%)
Macro-Recall 3.08 9.04 14.41 2.04  (-33.75%) 5.20  (-42.51%) 7.23  (-49.82%)
Macro-F, 3.42 9.01 13.39 2.26  (-33.74%) 4.70  (-47.82%) 5.59  (-58.23%)
Coverage 5.82 13.78 19.79 4.64 9.02 (-34.51%)  11.01 (-44.37%)




In this thesis, we examine the long-tail label problem through the lens of
evaluation metrics. We propose the usage of macro-averaged metrics budgeted at k
as an alternative, focusing on “tail-labels” performance and being easy to interpret
and investigate the problem of optimizing them. Interestingly, optimization of the
macro-averaged metrics can be considered under two distinct statistical frameworks
— expected test utility (ETU) (also known in the literature as the decision theoretic

approach (DTA) and population utility (PU) (also known as empirical utility
maximization (EUM) [Ye et al. |2012, |Dembczynski et al., 2017]. Under the ETU
framework, the goal is to optimize the expected value of a metric on a given test

set. While PU aims to optimize a metric value calculated on the expected value
of a confusion matrix over the population. While the macro-averaged metrics, as
well as a more general class of metrics defined on the label-wise confusion matrices,
have been well-studied in multi-label classification under both frameworks, the
budgeted @k variants have not, to the best of our knowledge. Furthermore, the
previously introduced optimization frameworks cannot be directly applied in the
budgeted setup. Since the optimization problems for different labels are tightly
coupled with each other through the budget of k£ predictions, the final problem is
much more difficult.

One of the first results of this work is an observation that there exists a
class of label-wise metrics budgeted at k, that can be linearly decomposed over
labels into binary utilities, which includes both standard instance-wise weighted
metrics, like precision@k, and macro-averaged metrics, possibly allowing to obtain
general results under a unified framework. Because of that, we are interested in
investigating whether consistent inference algorithms exist to optimize label-wise
metrics budgeted at k and if they are compatible with existing classifiers for XMLC.
Due to extremely large label space, almost all existing XMLC methods aim to
provide top k candidates with scores assigned to individual labels. Preferably,
these scores reflect (or can be calibrated to reflect) estimates of the label marginal
conditional probabilities. To be practical, an algorithm for optimizing label-wise

metrics budgeted at k£ should operate over the marginal conditional probabilities
of labels, allowing it to work on top of existing and future methods by being
agnostic to their architecture. Additionally, we would like such an algorithm to be
consistent, meaning that with the growing size of the training set, the regret of
the classifier decreases to zero.

Aim and scope

Given the motivations presented above, the hypothesis of this dissertation is
formulated as follows:

There exist consistent inference algorithms for optimizing label-
wise metrics budgeted at k that are defined on marginal conditional
probabilities of labels.
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The following points describe our main contributions.

Bayes (optimal) classifiers

We derive the form of the Bayes (optimal) classifier for the family of weighted

instance-wise metrics that include precision@k or Hamming score@k, and their

weighted variants, such as their propensity-scored versions. Following the literature,
we include the results for recall@k [Menon et al., 2019] and (n)DCG [Jasinska
and Dembczyniski, [2018]. We do the same for label-wise metrics, including macro-

averaged metrics under expected test utility (ETU) and population utility (PU)

frameworks. Our findings demonstrate that across all considered metrics, the
Bayes classifier can be defined based on marginal conditional probabilities of
labels, allowing for the optimization of all these metrics using plug-in inference
algorithms on top of existing label probability estimators. Considering that XMLC
requires efficient algorithms, if necessary, we construct computationally efficient
approximations that work in linear time with respect to the number of labels. For
instance-wise metrics, an optimal decision rule boils down to simple reweighting of
labels’ probabilities and selection of top-k labels. However, for label-wise metrics,
the inference procedure becomes more complex. Because of that, we propose an
inference procedure based on the block coordinate ascend (BCA) algorithm for
the ETU setting, and the algorithm based on the Frank Wolfe (FW) [Frank and
Wolte, |1956] method for finding the optimal classifier under the PU setting.

Regret bounds

We formally quantify the influence of the estimation error of the labels’ marginal
conditional probabilities on the suboptimality of the resulting classifier for all
proposed inference algorithms. These results are expressed in the form of regret
bounds |Bartlett et al., 2006, [Narasimhan et al., 2015, Kottowski and Dembczynski,
2017, Dembczyniski et al., [2017]. The notion of consistency varies slightly across
different statistical frameworks. A consistent classifier in the standard expected
instance-wise utility (EIU) setting optimizes the expected utility on a single sample
as the size of the training set increases. Under the ETU framework, the consistent
classifier is the one that optimizes the expected prediction utility over a given
test set. The PU framework focuses on estimation, in the sense that a consistent
PU classifier is one that converges to the population optimal utility as the size
of the training set increases. We show that for most metrics considered in this
thesis, small estimation errors in label probabilities result in correspondingly
small performance degradation, confirming the practical viability of our methods.
Furthermore, under the assumption that the underlying method of estimating
labels” marginal conditional probabilities is consistent (i.e., the estimation error
decreases with increasing training data), our inference methods are also consistent,
ensuring theoretical guarantees.
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Efficient inference methods

The introduced inference methods have linear complexity in the number of labels,
which is considered to be costly in the XMLC setting. Because of that, we
demonstrate that by leveraging the sparsity of labels, we can reduce this complexity
by orders of magnitude at a small cost of regret. We then examine probabilistic
label trees (PLTs) |Jasinska et al., 2016|, a popular family of XMLC classifiers
that organize labels into a tree structure and factorize label probabilities over tree
nodes. Although we also contribute consistency proofs for PLTs and propose their
usage as the output layer of a neural network, our primary focus is to introduce
PLT-based inference methods for finding exactly the top-k labels with reweighted
probabilities characterized by sublinear complexity. We achieve this by applying
the BF*(best-first-star) |Pearl, 1984] search algorithm as the PLT tree search
procedure during inference.

Empirical evaluation

Finally, we confirm our theoretical findings with extensive empirical experiments
on several popular XMLC benchmark datasets for the XMLC repository |[Bhatia,
et al. 2016]. We first simulate the setting of perfect knowledge of the conditional
marginal probabilities of labels, eliminating the main source of regret of all the
methods and confirming their optimality We then conduct experiments using
original labels to reflect the realistic scenario of imperfect probability estimates
and the high data sparsity. Additionally, we demonstrate that the introduced
methods can be used to optimize label-wise utilities that combine an instance-wise
metric, favoring head labels, and a macro-averaged metric. This leads to a classifier
that significantly improves tail-label performance with only a tiny sacrifice of head-
label performance. Furthermore, this trade-off can be precisely controlled. Finally,
we investigate the computational efficiency of a PLT inference method based on
BF*-search, showing that it can be computationally less expensive compared to
the simpler two-step strategy in which the prediction of marginal probabilities is
followed by reweighting.

Related work

Optimization complex performance metrics

The problem of optimizing complex performance metrics is well-known, with many
articles published for a variety of metrics and different classification problems.
It has been considered for binary [Ye et al., [2012, Koyejo et al., [2014, Busa-
Fekete et al., 2015, Dembczynski et al.l [2017], multi-class [Narasimhan et al., 2015,
2022|, multi-label [Waegeman et al., 2014, |Koyejo et al., [2015, Kotltowski and
Dembczynski, 2017], and multi-output [Wang et al 2019b| classification.
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Initially, the main focus was on designing algorithms, without a conscious
emphasis on the statistical consequences of choosing models and their asymp-
totic behavior. Notable examples of such contributions are the SVMperf algo-
rithm , , approaches suited to different types of the F-measure |Dem;
bezyniski et al., 2011}, Natarajan et al., [2016|, |Jasinska et al., 2016|, or precision
at the top [Kar et al., [2015]. The wide use of such complex metrics has caused

an increasing interest in investigating their theoretical properties, which can then
serve as a guide to design practical algorithms.
The consistency of learning algorithms is a well-established problem. The

seminal work of Bartlett et al. [2006] studied this problem for binary classification

under the misclassification error. Since then a wide spectrum of learning problems
and performance metrics has been analyzed in terms of consistency. These results

concern ranking [Duchi et al., 2010, Ravikumar et al., 2011} |Calauzenes et al.,
2012}, [Yang and Koyejo, 2020, multi-class classification |Zhang, 2004, Tewari
land Bartlett), 2007], multi-label classification [Koyejo et al. 2015| [Kottowski and
Dembczynski, 2017] classification with abstention [Yuan and Wegkamp, [2010,
Ramaswamy et al., 2018|, or constrained classification problems [Agarwal et al.,
2018|, [Kearns et al., 2018].

Our contribution is close to [Koyejo et all 2015] and [Kottowski and Dem+
, . These articles analyze theoretically complex performance measures

known from binary classification in the context of macro- and micro-averages in

multi-label classification. However, they do not consider the predictions “at k”.

Narasimhan et al.[2015] consider optimization of complex performance mea-
sures in multi-class setting and PU framework. In the follow-up article [Narasimhan
2022], they extend the analysis to constraints defined by arbitrary functions
of the confusion matrix. These constraints are, however, again different than

the budgeted predictions in our case. We suspect that their approach can be
generalized to our setting. And our Frank Wolfe algorithm was inspired by theirs.

On the other end of the spectrum are the budgeted at k instance-wise and
micro-averaged metrics, such as precision@k or recall@k. The optimal classifiers
for these metrics boil down to solving independent binary or multi-class problems

via reduction like one-vs-all, pick-all-labels, pick-one-labels [Menon et al., 2019).

Efficient XMLC methods

In this thesis, we address not only the problem of making optimal predictions at k
but also ensuring computational efficiency in the XMLC setting. Specifically, the
inference methods we discuss can integrate efficiently with any label probability
estimator capable of rapidly identifying a subset of top &/, where k' > k, labels
based on predicted marginal conditional probabilities of labels or scores that can
be calibrated to probabilities. To provide context for our work, we present a brief
overview of relevant methodologies in this domain. Please note that we provide
here merely one simplified categorization among many possible perspectives on
XMLC methods.

The past decade has witnessed the emergence of many diverse methods, which
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aim to reduce computational costs and enhance scalability in XMLC problems.
These include 1-vs-all-based approaches that leverage label sparsity ,
2017, Babbar and Scholkopf, [2017], sophisticated label filtering methods [Vijaya-
marasimhan et al, [2014] [Shrivastava and Li, [2015] [Niculescu-Mizil and Abbasnejad),
2017], decision tree-based algorithms [Prabhu and Varma), 2014} |Choromanskal
land Langford| |2015], and coding-based reduction strategies |Jasinska and Karam-
ipatziakis| [2016], Evron et al., 2018, Medini et al., 2019]. Recently, two families of
methods have come to dominate the XMLC landscape: label tree methods and
label embedding-based methods.

The label tree methods organize labels into a hierarchical tree structure, with

individual labels placed at the leaves of this tree. Modern variants typically
construct this tree via hierarchical clustering of labels, continuing until each cluster
contains fewer than a few hundred labels. The tree structure over final label
clusters is often called a router as additional classifiers in the inner nodes of the
tree are tasked with guiding the inference into relevant clusters of labels. Classically,

label tree approaches relied on sparse TF-IDF features |Leskovec et al. |2014] and

trained separate linear classifiers at each tree node |[Jasinska et all |2016, Prabhu]
et al., 2018b, Khandagale et al., |2020, |Jasinska-Kobus et al., |2020, Yu et al., [2022].
Over time, these models have evolved to incorporate more expressive architectures:

starting with word and feature embeddings combined with a tree with linear models
serving as both output and loss layer [Wydmuch et al, 2018], followed by LSTM-
based models |[Hochreiter and Schmidhuber| |1997] combined with an attention
mechanism |Lin et al 2017] in each tree node |[You et al., [2019]|. Most recently,
encoder-only transformer architectures [Vaswani et al., 2017, Devlin et al., [2019]
have been used to generate contextual representations of input instances
et al. 2020, Ye et al., [2020} |Zhang et al. 2021, Kharbanda et al., 2022a]. Notably,
label tree methods operate under a standard classification framework and do not

require any additional metadata or features for the labels beyond the training set
of instance-labels samples. In this work, we discuss and extend probabilistic label

trees |Jasinska et al. [2016], which are a special kind of label trees that estimate

marginal conditional probabilities of labels by decomposing them on the paths
from root to leaf in the tree.

A parallel line of research to label trees is focusing on label embedding-based
methods. These approaches assume that the dimensionality of the label space has
an implicit low-rank structureand seek to embed the feature space and label space
into a joint low-dimensional space. Initial embedding-based approaches utilized

simple linear projections [Mineiro and Karampatziakis, 2015, Yu et al., 2014, Bhatiaj

2015|. Recognizing their limited expressiveness, subsequent approaches

incorporated non-linear transformations |Tagamil, [2017], and naturally started
leveraging deep learning architectures [Yeh et al., 2017, Zhang et al.,|2018, Wang|

et al 2019al \Guo et all 2019] utilizing autoencoders [Vincent et al.l 2010] and dual
encoders |Gillick et al.,[2018]. For the inference, these deep learning-based methods

rely on approximate nearest neighbor search algorithms [Malkov and Yashunin

2018|, [Jayaram Subramanya et al., [2019]. The recent methods started taking

advantage of the fact that labels often come with additional features like natural
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language name or description, incorporating them through architectures like graph
neural networks |[Kipf and Welling, 2016] and encoder-only transformers [Zong
and Sun, 2020, Saini et al., [2021]. To further enhance the predictive performance
of embedding-based methods, they are often combined with additional per-label
classifiers |Dahiya et al| 2021, Mittal et al., 2021} Saini et al., 2021} |Dahiya et al.,
2023aybl |Gupta et al., 2023].

The inference algorithms we introduce in this work are directly applicable

to most of these XMLC methods. They work as plug-in approaches, relying on

the estimates of the marginal conditional probabilities of labels. Most of the
methods listed above either directly estimate these probabilities or predict a per-
label score that can be calibrated. Furthermore, our approach can be combined
with algorithmic approaches for dealing with missing labels [Saito et al., 2020,
Qaraei et al., [2021] as well as with recently proposed methods that try to improve
predictive performance on the tail labels by, e.g., leveraging label features to
estimate label correlations |[Mittal et al., |2021} [Saini et al., 2021, Dahiya et al.,
2021, |Zhang et al., 2022| or to do data augmentation and generate new training
points for tail labels [Wei et al.| [2021, Kharbanda et al., 2022b, [Chien et al., [2023].

This dissertation is organized into the following chapters:

e In Chapter 2, we formally introduce the setting of multi-label classification
from the point of view of statistical decision theory. We then introduce the
concept of performance metrics based on confusion matrices and introduce
two frameworks under which they can be optimized: expected test utility
(ETU) and Population Utility (PU). Then, we discuss the specific character-
istics of XMLC, including long-tailed label distributions, prediction with the
“at k” budget constraint, and the problem of missing labels.

e In Chapter 3, we analyze popular instance-wise metrics used in XMLC,
including precision@k, recall@k, and DCGQk, as well as their weighted
variants. For each metric, we derive the form of the optimal classifier and
provide regret bounds in terms of the probability estimation errors.

e In Chapter 4, we extend the analysis of instance-wise metrics to the setting
with missing (noisy) labels. We then critically examine the popular propensity
model of Jain et al. [2016] (a model that estimates the probabilities that
labels are missing). We also discuss the relationship between metrics using
propensity models (so-called propensity-scored metrics) to estimate true
performance on noisy data and tail label performance, motivating the need

for developing and popularizing new metrics focusing on the performance of

rare labels.

e In Chapter 5, we introduce label-wise utilities, and especially macro-averaged

metrics, that belong to a family of performance metrics based on confusion
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matrices and can serve as a good alternative for evaluating tail-label per-
formance. We demonstrate that optimization of label-wise utilities under
prediction constrained at k is a non-trivial optimization problem.

In Chapter 6, we analyze the problem of optimization of label-wise metrics
with budget @k under the ETU framework and show the form of the optimal
classifier. We then propose an efficient approximate inference procedure
based on the block coordinate ascent (BCA) algorithm and provide regret
bounds.

In Chapter 7, analogously to the previous chapter, we analyze the problem
of optimization of label-wise metrics under the PU framework. We show the
form of the optimal classifier, propose an algorithm for finding the optimal
classifier using the Frank-Wolfe (FW) method, and provide regret bounds.

In Chapter 8, we discuss efficient implementation strategies. First, we present
a general method that leverages the sparsity of the label space to reduce the
computational complexity of the introduced methods. Then, we introduce
the probabilistic label tree (PLT), a popular classifier in XMLC, and show
how to use its hierarchical structure for efficient inference for the discussed
methods.

In Chapter 9, we present empirical experiments that validate our theoretical
findings and compare all algorithms introduced under the unified protocol.

In Chapter 10, we conclude this dissertation with a brief summary.

In Appendix A, we present the full derivation of the proofs that we found to
be too long to present in the main body of this thesis.

In Appendix B, we discuss additional technical details regarding empirical
experiments and additional results.






Streszczenie

Ekstremalna klasyfikacja wieloetykietowa (ang. Extreme Multi-Label Classifica-
tion, XMLC) to zadanie uczenia maszynowego (ang. machine learning) polegajace
na przypisywaniu do pojedynczego przyktadu zbioru etykiet pochodzacych z
bardzo duzego zbioru, ktérego rozmiar moze siegaé setek tysiecy, a nawet milionéw
mozliwych etykiet. 7 takimi problemami spotykamy sie coraz cze$ciej w wielu
zastosowaniach uczenia maszynowego, takich jak tagowanie dokumentéw i multi-
mediéw, systemy rekomendacyjne czy reklama internetowa. Jednak ekstremalna
klasyfikacja wieloetykietowa napotyka powazne wyzwania, takie jak ztozonosé
obliczeniowa czy problemy statystyczne wynikajace z rzadkosci wystepowania
etykiet — zjawiska powszechnie okreslanego mianem problemu ,dlugiego ogona”
(ang. long-tail). Niniejsza rozprawa koncentruje sie wlasnie na etykietach pochodza-
cych z ,dtugiego ogona”, ktére, mimo swojej rzadkosci, maja duze znaczenie w wielu
praktycznych zastosowaniach. Obecne miary jako$ci w ekstremalnej klasyfikacji
wieloetykietowej, takie jak precyzja na k-tym miejscu (ang. precision@k), nie
oddaja jednak w wystarczajacym stopniu jako$ci modeli uczenia maszynowego
dla tych rzadkich etykiet, pozwalajac klasyfikatorom je ignorowaé bez wplywu
na warto$¢ metryki. To motywuje potrzebe opracowania alternatywnego sposobu
oceny skutecznosci modeli wzgledem etykiet z ,dtugiego ogona”. W zwiazku z
tym w niniejszej pracy zaproponowano wykorzystanie miar makro-usrednianych
(ang. macro-averaged metrics), ktore obliczaja miary binarne osobno dla kazdej
etykiety, a nastepnie usredniajg wyniki, traktujac wszystkie etykiety jako jed-
nakowo wazne. Typowe zastosowania ekstremalnej klasyfikacji wieloetykietowej
czesto wymagaja przewidywania doktadnie k etykiet. To ograniczenie, w potacze-
niu z miarami makro-usrednianymi, tworzy unikalne wyzwanie optymalizacyjne,
ktore dotychczas nie byto rozwazane. Glowna hipoteza badana w niniejszej
rozprawie zaklada istnienie spéjnych algorytméw wnioskowania umozliwiajacych
optymalizacje miar makro-u$rednianych przy ograniczeniu do k przewidywanych
etykiet. Najwazniejsze wklady pracy obejmuja wyprowadzenie klasyfikatorow
Bayesowsko-optymalnych zaréwno dla klasycznych metryk instancjowych, jak i
dla miar makro-usrednianych. Te ostatnie sg analizowane w dwoch odmiennych
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ramach statystycznych — oczekiwanej uzytecznosci testowej (ang. Expected Test
Utility, ETU) oraz uzytecznosci populacyjnej (ang. Population Utility, PU). We
wszystkich przypadkach przedstawiono ograniczenia zalu (ang. regret bounds),
ktore gwarantuja spéjnoéé¢ w realistycznych warunkach, a takze zaproponowano
efektywne obliczeniowo algorytmy przewidywania etykiet. Wyniki empiryczne
potwierdzaja zalozenia teoretyczne, pokazujac, ze zaproponowane metody znaczaco
poprawiaja wyniki w miarach makro-uérednianych, jednoczesnie utrzymujac do-
bra jako$¢ w klasycznych metrykach i zachowujac efektywnosé obliczeniowa, co
czyni je odpowiednimi do zastosowan w problemach ekstremalnej klasyfikacji

wieloetykietowej.



Wprowadzenie i zarys

Uczenie maszynowe i ekstremalna klasyfikacja wieloetyki-
etowa

Uczenie maszynowe (ang. machine learning) stanowi obecnie szeroka i dynamicznie
rozwijajaca sie dziedzine sztucznej inteligencji, znajdujaca sie na styku informatyki,
optymalizacji matematycznej, teorii informacji, statystyki, a nawet neuronauki.
Glowna idea uczenia maszynowego jest umozliwienie komputerom odkrywania
algorytmoéow rozwiazujacych zadania, ktére bylyby zbyt trudne lub kosztowne
do rozwiazania przez ludzkich programistéw. Zamiast otrzymywaé szczegdlowe
instrukcje, komputer dostaje dane dotyczace problemu (np. przyklady poprawnie
wykonanych zadan) i na ich podstawie ,uczy sie” rozwiazywaé¢ zadany problem.

Ostatnie postepy w rozwoju algorytmow uczenia maszynowego spowodowaly,
ze znajduje ono zastosowanie w coraz wiekszej liczbie aplikacji, co prowadzi do
powstawania nowych kierunkéw badan. Podejscia uczenia maszynowego trady-
cyjnie dzieli sie na trzy kategorie, odpowiadajace réznym paradygmatom uczenia,
w zaleznosci od rodzaju danych dostepnych dla systemu:

e Uczenie nadzorowane: Komputer otrzymuje przyktadowe dane wejsciowe oraz

oczekiwane wyniki (przyktady treningowe), dostarczone przez ,nauczyciela”.
Zestaw takich przykladéw nazywamy zbiorem treningowym. Celem jest

nauczenie ogoélnej funkcji mapujacej dane wejsciowe na wyjsciowe.

e Uczenie nienadzorowane: Algorytm nie otrzymuje etykiet i samodzielnie

identyfikuje ukryte struktury w danych wejsciowych.

e Uczenie ze wzmocnieniem: Program komputerowy (zwykle zwany agentem)

oddziatuje z dynamicznym srodowiskiem, w ktérym musi realizowaé pewien
cel. Podejmujac rozne akcje, otrzymuje informacje zwrotne analogiczne do
nagrod. Celem jest nauczenie strategii maksymalizujacej sume tych nagrod.
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Taki podzial jest dos¢ uproszczong proba skategoryzowania licznych podejsé
oraz algorytméw uczenia maszynowego. Niemniej jednak, w niniejszej pracy skupi-
amy sie bezposrednio na podklasie uczenia nadzorowanego, jaks jest klasyfikacja.

Klasyfikacja polega na przypisaniu jednej lub wielu dyskretnych etykiet do
danej instancji (punktu w danych) na podstawie jej cech (np. identyfikacja
obiektow widocznych na obrazie, diagnozowanie choroby na podstawie wynikéw
pacjenta, przypisanie odpowiednich kategorii i tagéw do artykutlu, przewidywanie
produktow, ktore moga zosta¢ zakupione przez konkretnego klienta). Klasyfikacja
jest jednym z najszerzej badanych i stosowanych zadar uczenia maszynowego w
licznych dziedzinach.

Proste zadania klasyfikacji zwykle obejmuja przypisanie jednej etykiety (klasy-
fikacja wieloklasowa) lub okreslenie obecnosci badz braku jednej cechy (klasyfikacja
binarna). Jednak wiele rzeczywistych probleméw wymaga jednoczesnego przypisa-
nia wielu etykiet jednej instancji. Taki rodzaj klasyfikacji, nazywany klasyfikacja
wieloetykietowa, wprowadza dodatkowa ztozonosé. Na przyktad artykut pra-
sowy moze naleze¢ jednoczes$nie do kategorii ,polityka”, ,ekonomia” oraz ,sprawy
miedzynarodowe”; obraz moze zawiera¢ jednocze$nie wiele obiektéw, jak ,osoba”,
,samochoéd” czy ,budynek”; klient moze zakupi¢ wiele produktéw; pacjent moze
cierpie¢ na kilka schorzen jednoczesnie.

Ekstremalna klasyfikacja wieloetykietowa (ang. extreme multi-label classifica-
tion, XMLC) rozszerza paradygmat klasyfikacji wieloetykietowej do przypadkow z
wyjatkowo duza liczba potencjalnych etykiet (od kilku tysiecy do wielu milionow),

gdzie dla kazdej instancji istotna jest tylko niewielka ich czesé. Taka sytuacja jest
coraz bardziej powszechna w nowoczesnych zastosowaniach, takich jak:

1. Tagowanie dokumentéw i medidw w wyszukiwarkach: Identyfikacja tematéw,

kategorii czy stow kluczowych z milioné6w mozliwych tagow [Dekel and
Shamir}, 2010, |Deng et al., 2011} |Agrawal et al. 2013].

2. Systemach rekomendacyjnych: Proponowanie klientom niewielkiego podzbioru

produktéw z ogromnego katalogu na podstawie ich profili, przegladanych
przedmiotow |[Weston et al., 2013, Zhuo et al., |2020, |Song et al., 2020 lub
zapytan do wyszukiwarki [Medini et al., 2019} Chang et al., [2020].

3. Reklama internetowa: Dopasowywanie reklam do zapytari lub stron interne-
towych z ich bardzo duzego zbioru. |Prabhu and Varmay, 2014, |Jain et al.,
2019].

Skala tych probleméw odréznia klasyfikacje ekstremalna od standardowej
klasyfikacji wieloetykietowej, wymagajgc odmiennych technik i algorytméw. W
XMLC zaréwno przestrzen cech, jak i etykiet maja wysoka wymiarowosé, co rodzi
kilka kluczowych probleméw:

1. Wydajnos¢ obliczeniowa: metody klasyfikacji wieloetykietowej czesto charak-

teryzuja sie co najmniej liniowa ztozonoscia wzgledem liczby etykiet lub
wieksza, uwzgledniajac ztozone zaleznosci miedzy etykietami. Zastosowanie
tych metod staje sie niepraktyczne przy duzej liczbie etykiet. W tej sytuacji
niezbedne sa wydajne algorytmy umozliwiajace zaréwno uczenie i inferencje
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w czasie ponizej liniowego.

2. Problemy statystyczne: przy duzej liczbie potencjalnych etykiet wiekszosé z

nich wystepuje jedynie w niewielkiej czesci instancji, prowadzac do powaznych

probleméw zwiazanych z rzadkoscia i niezbalansowaniem danych. Duza pula

etykiet sprawia rowniez, ze proces etykietowania jest podatny na bledy,
zwlaszcza wystepuje tutaj problem brakujacych etykiet, poniewaz jest prak-

tycznie niemozliwe, aby osoby etykietujace doktadnie przejzala caly zbiér
etykiet przy tak duzej ich liczbie.

Dlugi ogon etykiet

Chociaz w tej pracy dotykamy kwestii wydajnosci obliczeniowej algorytmow,
szczegblnie koncentrujemy sie na problemie duzej nieréwnowagi i rzadkosci etykiet.
Biorac pod uwage duza liczbe etykiet w zbiorach danych XMLC, siegajaca setek
tysiecy czy nawet milionéw, oraz ich zgodnos¢ z prawem Zipfa [Adamic and
Huberman, [2002], nie jest zaskakujace, ze wiele etykiet jest bardzo rzadkich, przez
co rozklad etykiet charakteryzuje sie tak zwanym ,dtugim ogonem” |[Bhatia et al.,
2015, [Babbar and Scholkopf, [2017]. Na figurze [1| przedstawiono rozktad czestosci
etykiet dla dziewieciu popularnych zbiorow danych z repozytorium XMLC |Bhatia
et al., 2016|, co wyraznie pokazuje, ze tylko niewielka czes¢ etykiet jest dobrze
reprezentowana w calym zbiorze, podczas gdy pozostate tworza dtugi ogon, majac
niewiele przyktadow.

Paradoksalnie, w wielu zastosowaniach te rzadkie etykiety sa uwazane za
wazniejsze, jako bardziej informacyjne lub satysfakcjonujace w przypadku poprawne;j
predykcji; przyktadowo, bardzo ogélne tagi sa rzadko uzyteczne podczas wyszuki-
wania informacji, a uzytkownik czuje wicksza satysfakcje, gdy otrzymuje trafna
rekomendacje nieznanego wczesniej przedmiotu zamiast popularnego, o ktérym juz
wie. Powstaje wiec istotne pytanie badawcze: jak najlepiej uwzgledni¢ te rzadkie

etykiety?

Miary jakosci w XMLC

Podczas uczenia klasyfikatora zwykle dgzy sie do uzyskania jak najwyzszej jakosci
predykcji, wyrazonej w formie metryki oceniajacej wyjscie klasyfikatora wzgledem
oczekiwanego wyjscia. Do oceny zdolnosci klasyfikatora do generalizacji uzywa sie
dodatkowego zbioru (testowego), ktory nie byl wezesniej widziany podczas uczenia
klasyfikatora. Zbior testowy, podobnie jak treningowy, musi zawiera¢ zaréwno
dane wejsciowe, jak i odpowiadajace im poprawne etykiety. Najprostsza metryka w
klasyfikacji jest dokladnosé zero-jedynkowa (ang. zero-one accuracy), przypisujaca
wartosé 1, jesli predykcja klasyfikatora doktadnie odpowiada oczekiwanemu wyjsciu
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dla danego wejscia, a 0 w przeciwnym przypadku. Wartosci te sa nastepnie
usredniane po wszystkich instancjach w zbiorze testowym.

Ze wzgledu na specyfike zagadnienia, obszar XMLC przyjat wlasny zestaw
standardowych miar do oceny klasyfikatoréw. W klasycznej klasyfikacji wieloe-
tykietowej ocena decyzji klasyfikatora odbywa sie dla kazdej etykiety osobno
lub dla calego zbioru etykiet pozytywnych i negatywnych. Z powodu charak-
terystyki aplikacji XMLC, takich jak wyszukiwanie i rekomendacje, czesto nie jest
istotne uzyskanie doktadnej decyzji dla kazdej etykiety, lecz raczej zestawu etykiet
okreslonej wielkosci, ktory maksymalizuje dana metryke oceny. Wielkos¢ zestawu
predykcji czesto wynika z interfejsu graficznego uzytkownika, majacego okreslona
liczbe miejsc na wyniki wyszukiwania, rekomendacje lub reklamy |[Cremonesi et al.,
2010}, Chang et al, 2021]. Z tego powodu popularne sa metryki typu na , k-tym
miejscu” (ang. ,at k7, Qk), gdzie klasyfikator zwraca doktadnie k etykiet (czasami
rowniez z okreslona kolejnoscia). Najpopularniejsza metryka jest precyzja@k
(ang. precision@k), liczaca, ile sposrod k przewidzianych etykiet nalezy do zbioru
poprawnych etykiet, a nastepnie metryki takie jak czulos¢@k (ang. recall@k) czy
(n)DCGQk.

Zauwazono, ze przy duzej nierdbwnowadze czesto$ci wystepowania etykiet, dobre
wyniki mozna osiagnaé, przewidujac najczesciej wystepujace etykiety |Jain et al.,
2016|, [Wei and Li, 2020]. W efekcie spotecznosé zaczela rozwija¢ nowe metryki
premiujace ,wartosciowe”[Ye et al., 2020], ,réznorodne”’|Babbar and Scholkopf,
2019] i ,rzadkie oraz informacyjne” [Prabhu et al.l |2018a] etykiety kosztem najpop-
ularniejszych.

Problem ten jako pierwsi podjeli|Jain et al.|[2016], wprowadzajac miary oparte
o sklonnosé etykiet do bycia zaobserwowanymi (ang. propensity scores), ktore

szybko zyskaly popularnosé i staly sie standardem w spotecznosci XMLC. Sa
to warianty wazone metryk standardowych, jak precyzja@k, premiujace rzadkie
etykiety, jednak interpretacja wynikéw tych metryk nie jest oczywista.

Motywacja

Zauwazylisémy, ze nawet popularna precyzja wazona sklonnoscia (ang. propensity-
scored precision) jedynie nieznacznie lepiej roznicuje klasyfikatory, ktore skutecznie
przewiduja rzadkie etykiety, od tych ktore sobie z nimi nie radza. Ta obserwacja
motywuje poszukiwanie alternatywnych miar jakosci, lepiej nadajacych sie do
oceny jakosci klasyfikatora na etykietach z dlugiego ogona.

W klasyfikacji wieloetykietowej mozna rozwazaé szerokie spektrum miar, ktére
zwykle dzieli sie na trzy kategorie, zalezne od sposobu usredniania wynikéw: usred-
niane po instancjach (ang. instance-wise), mikro- (ang. micro-averaging) oraz
makro-usrednianych (ang. macro-averaging). Miary usredniane po instancjach sa
zdefiniowane, jak sugeruje nazwa, na poziomie pojedynczej instancji. Typowymi
przyktadami sa wezesniej wspomniane precyzja@k, czutos¢@Qk, (n)DCGQE, strata
Hamminga oraz instancyjna miara Fg. Mikro-usrednianie definiuje si¢ na poje-
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dynczej macierzy pomytek, ktéra sumuje prawdziwie pozytywne, falszywie pozyty-
wne, falszywie negatywne oraz prawdziwie negatywne wyniki ze wszystkich etykiet.
Makro-usrednianie wymaga, aby binarna miara zostala zastosowana osobno dla
kazdej etykiety, a nastepnie usredniona po wszystkich etykietach. Generalnie
kazda binarng miare mozna zastosowaé¢ w kazdym ze wspomnianych schematow
usredniania. Nic wiec dziwnego, ze niektére miary, np. strata Hamming, prowadza
do tej samej postaci koricowej niezaleznie od uzytego schematu. Mozna réwniez
rozwazaé szerszg klase miar, definiowanych jako ogélne funkcje agregujace macierze
pomytek poszczegbdlnych etykiet.

Metryki makro-usrednione wydaja sie szczegdlnie atrakcyjne w kontekscie oceny
skutecznosci w problemach XMLC o dtugim ogonie, poniewaz traktuja wszystkie
etykiety jako réwnie wazne, zapobiegajac marginalizacji tych, ktore posiadaja
niewiele przyktadéow pozytywnych. Z tego powodu dokladniej analizujemy te
metryki przy budzecie predykcji k, ktory naturalnie pasuje do ustawienia XMLC.
Budzet ten wymaga od algorytmu predykcyjnego ,rozsadnego” wyboru etykiet, co
czesto powoduje, ze wsrod przewidywanych etykiet znajduja sie réwniez te nalezace
do dtugiego ogona. Jest to rowniez naturalne w typowych zastosowaniach XMLC,
takich jak systemy rekomendacyjne, w ktorych liczba pozycji jest zdeterminowana
interfejsem uzytkownika.

Aby zilustrowaé nacisk, jaki metryki makro-usrednione ktada na rzadkie etyki-
ety, w tabeli [1] poréwnujemy dwa klasyﬁkatory:ﬁ Pierwszy byl trenowany na
wszystkich etykietach, a drugi jedynie na 20% najczestszych etykiet (pozostale
odrzucono). Oba modele oceniano na pelnym zbiorze etykiet. Standardowe
metryki wykazuja jedynie niewielka zmiane po redukcji przestrzeni etykiet do
najczestszych. Precyzja wazona sktonnoscia spada zauwazalnie bardziej, czasem
nawet do 35%, jednak ten spadek nie oddaje w pelni niezdolnosci klasyfikatora
do przewidywania pozostalych 80% etykiet. W przeciwienistwie do tego makro-
usrednione metryki (precyzja, czutos¢ oraz miara Fp) przy budzecie k, a takze
pokrycie@k (ang. coverage@k), popularna miara pomocnicza w XMLC |Jain et al.,
2016|, Babbar and Scholkopf], 2019, Wei and Li, 2020, Schultheis et al. 2022],
spadaja znacznie silniej, nawet ponad 70%, znacznie lepiej oddajac brak zdolnosci
klasyfikatora do przewidywania pozostaltych 80% etykiet. Wyniki te wskazuja, ze
makro-miary z budzetem k moga byé bardzo atrakcyjne w kontekscie dtugiego
ogona.

W niniejszej pracy analizujemy problem rzadkich etykiet przez pryzmat miar
jakosci do ewaluacji klasyfikatoréw. Proponujemy uzycie makro-usrednionych
metryk z budzetem predykcji k jako alternatywy, koncentrujac sie na skutecznosci
przewidywania ,rzadkich etykiet”, tatwych w interpretacji, i badamy problem
ich optymalizacji. Interesujacym jest fakt, ze optymalizacje makro-usrednionych
metryk mozna rozwazaé¢ w dwoch odrebnych podejsciach statystycznych — oczeki-
wanej uzytecznos¢ na zbiorze testowym (ang. expected test utility, ETU) oraz

uzytecznosci populacyjnej (ang. population utility, PU) |Ye et all [2012, Dem/{

bezyniski et al., |2017]. Podejscie ETU polega na optymalizacji wartosci oczekiwane;j

3Uzywamy zespolu probabilistycznych drzew etykiet [Jasinska-Kobus et al., [2020], tej samej
metody, ktora podzniej stosujemy w rodziale 9. do reszty eksperymentow.
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metryki na danym zbiorze testowym, podczas gdy PU dazy do optymalizacji
wartosci metryki obliczonej na oczekiwanej macierzy pomytek calej populacji. O
ile makro-usrednione miary, a takze ogélniejsza klasa miar oparta na macierzach
pomytek poszczegbdlnych etykiet, byly juz dobrze zbadane w klasyfikacji wieloe-
tykietowej w obu podejsciach, o tyle warianty z budzetem k nie byly dotychczas
analizowane. Ponadto wczeéniej wprowadzone podejscia optymalizacyjne nie moga
by¢ bezposrednio zastosowane do probleméw z budzetem, poniewaz ograniczenie do
k predykcji, silnie wiaze ze sobg etykiety, czyniac problem optymalizacji znacznie
trudniejszym.

Jednym z pierwszych wynikéw tej pracy jest obserwacja, ze istnieje klasa
metryk liczonych po etykietach z budzetem k, ktére mozna liniowo roztozyé
na poszczegdlne etykiety w formie binarnych uzytecznosci. Klasa ta obejmuje
zaréwno standardowe metryki usredniane po instanacjach, jak precision@k, jak i
metryki makro-usrednione, potencjalnie umozliwiajac uzyskanie ogbélnych wynikéw
w ramach jednolitego podejscia. Z tego powodu interesuje nas zbadanie, czy
istnieja spojne algorytmy inferencji optymalizujace metryki liczone po etykietach
z budzetem k oraz czy sa one kompatybilne z istniejacymi podejsciami do XMLC.
Ze wzgledu na bardzo duza przestrzeri etykiet, niemal wszystkie istniejace metody
XMLC daza do wygenerowania najlepszych k kandydatéow wraz z przypisanymi do
poszczegbdlnych etykiet ocenami ich istotnosci. Najlepiej, aby oceny te odzwiercied-
laty (lub mogtly by¢ skalibrowane do) estymaty brzegowych prawdopodobienstw

warunkowych etykiet. Tak wiec, aby algorytm optymalizujacy metryki liczonych

po etykietach ograniczone do k byt praktyczny, powinien operowaé na brzegowych
prawdopodobienistwach warunkowych etykiet. Pozwolitoby to na zastosowanie go
do istniejacych i przyszlych metod, niezaleznie od ich architektury. Dodatkowo,
oczekujemy od takiego algorytmu spdjnosci (ang. consistency), co oznacza, ze

wraz ze wzrostem rozmiaru zbioru treningowego, zal (ang. regret) klasyfikatora

maleje do zera.

Cel i zakres pracy

Biorac pod uwage przedstawione powyzej motywacje, hipoteza niniejszej rozprawy
zostala sformutowana nastepujaco:

Istnieja spojne algorytmy inferencyjne do optymalizacji miar lic-
zonych po etykietach z ograniczeniem predykcji do k-tego miejsca,
ktore mozna zdefiniowaé za pomocg marginalnych warunkowych
prawdopodobienistw etykiet.

Ponizej przedstawiamy gtéwne osiagniecia tej pracy.

Klasyfikatory Bayesowskie (optymalne)

Wyprowadzamy posta¢ klasyfikatora Bayesowskiego (optymalnego) dla rodziny

wazonych miar usrednianych po instancjach, obejmujacych precyzje@Qk lub strate
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Hamminga@Fk, a takze ich wersji wazonych, takich jak ich odmiany wazone skton-
noscia. Idac za literatura, uwzgledniamy wyniki dla czutogci@k [Menon et al., [2019|
oraz (n)DCG [Jasinska and Dembczyniskil [2018]. Podobne wyniki przedstawiamy
dla miar dla etykiet, w tym metryk usrednianych makro, w ramach podejsé opartych

o oczekiwana uzytecznos$é na zbiorze testowym (ETU) oraz uzytecznosé popula-

cyjng (PU). Nasze wyniki pokazuja, Ze dla wszystkich rozwazanych miar klasyfika-
tor Bayesowski mozna wyrazié¢ przez marginalne warunkowe prawdopodobienistwa
etykiet, co umozliwia optymalizacje tych metryk wykorzystujac istniejace pode-
jscia do estymowania prawdopodobieristw etykiet. Poniewaz klasyfikacja XMLC
wymaga wydajnych algorytmoéw, w razie potrzeby konstruujemy aproksymacje
obliczeniowe dzialajace w czasie liniowym wzgledem liczby etykiet. Dla metryk
usrednianych po instancjach optymalna reguta decyzyjna sprowadza sie do prostego
przewazenia prawdopodobienstw etykiet i wybrania k najwyzszych. Jednak dla
metryk liczonych po etykietach procedura inferencyjna jest bardziej ztozona. W
zwigzku z tym proponujemy procedure inferencji opartg na algorytmie optymal-
izacji wedlug wspotrzednych blokowych (ang. block coordinate ascent, BCA) dla

podejscia ETU oraz algorytm oparty na metodzie Franka-Wolfe’a (FW) [Frank and

Wolfe, 1956] w celu znalezienia optymalnego klasyfikatora w ramach podejscia PU.

Ograniczenia na zal klasyfikatoréw

Formalnie kwantyfikujemy wplyw bledu estymacji marginalnych warunkowych
prawdopodobieristw etykiet na suboptymalno$é wynikowego klasyfikatora dla
wszystkich proponowanych algorytmoéw inferencyjnych. Wyniki te wyrazamy w
postaci ograniczen zalu klasyfikatora [Bartlett et al. 2006, |Narasimhan et al., 2015,
Kotlowski and Dembczyniskil, 2017, [Dembczyniski et al., [2017]. Pojecie spéjnosci
rézni sie nieznacznie w zaleznosci od rozwazanych ram statystycznych. Zgodny
klasyfikator w standardowym ujeciu oczekiwanej uzytecznosci na instancji (EIU,
ang. expected instance utility) optymalizuje oczekiwana uzytecznosé na probce
wraz ze wzrostem rozmiaru zbioru treningowego. W podejsciu ETU zgodnym
klasyfikatorem jest ten, ktory optymalizuje oczekiwana uzyteczno$é predykeji na
ustalonym zbiorze testowym. Natomiast podejscie PU koncentruje sie na estymacji,
w tym sensie, ze zgodny klasyfikator PU to taki, ktéry wraz ze wzrostem rozmiaru
zbioru treningowego zbiega do optymalnej uzytecznosci populacyjnej. Pokazujemy;,
ze dla wickszosci miar rozwazanych w tej pracy, niewielkie btedy w estymacji
prawdopodobienistw etykiet prowadza do odpowiednio niewielkiego pogorszenia
wynikow, co potwierdza praktyczng uzytecznosé proponowanych metod. Ponadto,
przy zalozeniu, ze uzyta metoda estymacji marginalnych warunkowych praw-
dopodobienstw etykiet jest spojna (tj. blad estymacji maleje wraz ze wzrostem
danych treningowych), proponowane metody inferencyjne réwniez sa zgodne, za-
pewniajac tym samym gwarancje teoretyczne.

Wydajne metody inferencyjne

Przedstawione metody inferencyjne maja ztozonosé liniowa wzgledem liczby etykiet,
co w kontekscie XMLC jest uznawane za kosztowne. Dlatego pokazujemy, ze wyko-
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rzystujac rzadkosé¢ etykiet, mozna ograniczy¢ te ztozonosé o rzedy wielkosci kosztem
niewielkiego zwiekszenia zalu klasyfikatora. Badamy nastepnie probabilistyczne
drzewa etykiet (ang. probabilistic label trees, PLTs) |Jasinska et al., 2016], popu-
larng rodzine klasyfikatorow XMLC, ktore organizujg etykiety w strukture drzewa i
faktoryzuja prawdopodobienistwa etykiet na weztach drzewa. Mimo ze dostarczamy
réwniez dowodow spoéjnosci dla PLT oraz proponujemy ich wykorzystanie jako
warstwe wyjsciowa sieci neuronowej, naszym gtéwnym celem jest przedstawienie
metod inferencyjnych opartych na PLT o ztozonosci podliniowej, do znajdowania
doktadnie k etykiet z najwiekszymi prawdopodbieristw wymnosonych razy dostarc-
zone wagi. Osiagamy to, stosujac algorytm BF* (ang. best-first-star) |Pearl, [1984]
jako procedure przeszukiwania drzewa PLT podczas inferencji.

Ewaluacja empiryczna

Na koniec, potwierdzamy nasze wyniki teoretyczne szeroko zakrojonymi ekspery-
mentami empirycznymi na kilku popularnych zbiorach danych XMLC z repozyto-
rium XMLC [Bhatia et al) 2016]. Najpierw symulujemy scenariusz perfekcyjnej
znajomosci marginalnych warunkowych prawdopodobieristw etykiet, eliminujac
gtéwne zrodto zalu wprowadzonych metod i potwierdzajac ich optymalnosé. Nastep-
nie przeprowadzamy eksperymenty z oryginalnymi etykietami, odzwierciedlajac
realistyczny scenariusz niedoskonalej estymacji prawdopodobienstw oraz duzej
rzadkosci danych. Dodatkowo pokazujemy, ze wprowadzone metody umozliwiaja
optymalizacje uzytecznodci dla etykiet, ktore tacza metryke instancyjna, prefer-
ujaca popularne etykiety, z metryka makro-usredniang. Pozwala to znaczaco
poprawi¢ wyniki na rzadkich etykietach kosztem niewielkiego spadku jakosci na
popularnych etykietach, a kompromis ten mozna precyzyjnie kontrolowaé. Na
koniec badamy wydajnos$¢ obliczeniowg metody inferencyjnej PLT opartej na
wyszukiwaniu BF* | pokazujac, ze moze by¢ ona obliczeniowo tarisza w poroéwnaniu
do prostszej strategii dwuetapowej.

Powiazane prace

Optymalizacja zlozonych metryk wydajnosci

Problem optymalizacji ztozonych metryk wydajnosci jest dobrze znany, istnieje
duza liczba publikacji analizujaca szeroki zakres miar dla réznych probleméw
klasyfikacji. Problem ten rozwazany byl dla klasyfikacji binarnej [Ye et al. 2012,
Koyejo et al.l [2014] Busa-Fekete et al.l |2015, Dembczyniski et al., [2017], wielokla~
sowej [Narasimhan et al., [2015| [2022|, wieloetykietowej [Waegeman et al.l 2014
Koyejo et al., [2015, [Kottowski and Dembczynski, 2017, oraz wielo-wyjsciowej [Wang
et al., [2019b].
Poczatkowo gléwny nacisk ktadziono na projektowanie algorytméw, bez swiadomego

uwzglednienia konsekwencji statystycznych wyboru modeli i ich zachowania asymp-
totycznego. Przyktadami takich podejsé sa algorytm SVMperf |Joachims), 2005],



27

metody dedykowane réznym typom miary F [Dembezyniski et al., [2011, Natarajan
et al.l 2016, |Jasinska et al., 2016| lub precyzji w czotoéwce rankingu [Kar et al., [2015].
Rosnace zastosowanie tak ztozonych metryk spowodowato zainteresowanie ich teo-
retycznymi wtlasnosciami, ktére moga stuzyé¢ jako wskazéwki przy projektowaniu
praktycznych algorytmow.

Spojnosé algorytmoéw uczenia jest dobrze zbadanym zagadnieniem. Przetomowa
praca Bartlett et al| [2006] badala ten problem dla klasyfikacji binarnej pod
wzgledem bledu klasyfikacji. Od tego czasu przeanalizowano juz szerokie spektrum
probleméw uczenia oraz miar wydajnosci pod katem spojnosci. Wyniki te obejmuja
rankingi [Duchi et al 2010, Ravikumar et al., 2011, |Calauzenes et al 2012} Yang
and Koyejo, [2020], klasyfikacje wieloklasowa |[Zhang, 2004, Tewari and Bartlett),
2007|, wieloetykietowa |[Koyejo et al., 2015, Kottowski and Dembczynskil 2017],
klasyfikacje z mozliwoscia wstrzymania sie od decyzji [Yuan and Wegkamp), 2010,
Ramaswamy et al., [2018| oraz problemy klasyfikacji z ograniczeniami |Agarwal
et al., [2018| Kearns et al., [2018].

Wktad tej pracy jest bliski [Koyejo et al., 2015| oraz [Kottowski and Dem-
bezynskil, [2017]. Artykuly te analizuja teoretycznie zlozone miary wydajnosci
znane z klasyfikacji binarnej w kontekscie makro- i mikro-usredniania w klasy-
fikacji wieloetykietowej. Nie rozwazaja one jednak predykcji ,na k-tym miejscu”.
Narasimhan et al. [2015| rozwazaja optymalizacje ztozonych miar wydajnosci w
klasyfikacji wieloklasowej oraz w ramach uzytecznosci populacyjnej (PU).

W kolejnym artykule [Narasimhan et al.| 2022 rozszerzaja analize na ograniczenia
zdefiniowane przez dowolne funkcje macierzy pomytek. Te ograniczenia sg jednak
inne niz budzetowe predykcje rozwazane przez nas. Przypuszczamy, ze ich podejé-
cie moze by¢ uogoélnione na nasz przypadek. Nasz algorytm Franka-Wolfe’a zostal
zainspirowany ich podejsciem.

Na drugim koricu spektrum znajdujg sie metryki uéredniane po instancjach
i mikro-u$redniane typu ,,Qk”, takie jak precyzja@k lub czulo$é¢@k. Optymalne
klasyfikatory dla tych metryk sprowadzaja sie do rozwiazywania niezaleznych
problemoéw binarnych lub wieloklasowych poprzez redukcje typu jeden przeciwko
wszysktim (ang. one-vs-all), wybor wszystkich etykiet (ang. pick-all-labels), czy
wybor jednej etykiety (ang. pick-one-labels) [Menon et al.l 2019].

Efektywne metody XMLC

W niniejszej pracy podejmujemy nie tylko problem optymalnego dokonywania
predykcji dla k etykiet, lecz takze zapewnienia efektywnosci obliczeniowej w kon-
tekscie ekstremalnej klasyfikacji wieloetykietowej (XMLC). Metody inferencji,
ktére omawiamy, moga by¢ efektywnie integrowane z dowolnym estymatorem
prawdopodobienstw etykiet, zdolnym do szybkiego wskazania podzbioru &’ na-
jlepszych etykiet na podstawie przewidywanych brzegowych prawdopodobienstw
warunkowych etykiet lub ocen, ktére moga byé skalibrowane do postaci praw-
dopodobienistw. Aby zapewnié¢ kontekst dla naszych rozwazan, przedstawiamy
krotki przeglad istotnych metodologii w tej dziedzinie. Nalezy zauwazy¢, ze przed-
stawiona tutaj kategoryzacja jest tylko jedna sposréd wielu mozliwych perspektyw
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na metody XMLC.

Ostatnia dekada zaowocowala wieloma réznorodnymi metodami majacymi
na celu redukcje kosztéw obliczeniowych oraz poprawe skalowalnosci probleméw
XMLC. Naleza do nich metody oparte na podejéciu jeden-przeciwko-wszystkim (1-
vs-all), ktore wykorzystuja rzadkosé etykiet [Yen et al., 2017, Babbar and Scholkopf]
2017], zaawansowane metody filtrowania etykiet [Vijayanarasimhan et all, [2014]
Shrivastava and Lil 2015| Niculescu-Mizil and Abbasnejad} 2017], algorytmy oparte
na drzewach decyzyjnych [Prabhu and Varmal, [2014} |Choromanska and Langford,

2015| oraz strategie redukcji oparte na kodowaniu [Jasinska and Karampatziakis|,
2016, [Evron et al.| 2018, Medini et al. 2019]. Ostatnio dwie rodziny metod zaczety
dominowaé krajobraz XMLC: metody oparte na drzewa etykiet (ang. label tree)

oraz metody oparte na zanurzeniach etykiet (ang. label embedding).

Metody operate o drzewa etykiet organizuja etykiety w hierarchiczna strukture
drzewa, z pojedynczymi etykietami umieszczonymi w lisciach drzewa. Nowoczesne
warianty zazwyczaj konstruuja to drzewo poprzez hierarchiczna klasteryzacje
etykiet, kontynuowana do momentu, gdy kazdy klaster zawiera mniej niz kilka-
set etykiet. Struktura drzewa obejmujaca klastry etykiet nazywana jest czesto
routerem, poniewaz dodatkowe klasyfikatory w weztach wewnetrznych drzewa maja
za zadanie prowadzi¢ proces inferencji do wtasciwych klastréw etykiet. Klasyczne

podejscia drzew etykiet wykorzystywaly rzadkie cechy TF-IDF |Leskovec et al.,
2014] i trenowaly oddzielne liniowe klasyfikatory w kazdym wezle drzewa |Jasinskal
et al., [2016], [Prabhu et all, 2018b, [Khandagale et al., [2020] [Jasinska-Kobus et al.)
2020, [Yu et al. [2022|. Z czasem modele te ewoluowaly i zaczely korzystaé z

bardziej ztozonych architektur: poczatkowo wykorzystywano proste zanurzenia
stow lub cech w potaczeniu z drzewem zawierajacym modele liniowe, ktore stuzyto

jako warstwa wyjsciowa jak i funkcja straty [Wydmuch et al., 2018|, nastepnie po-

jawily si¢ modele oparte na rekurencyjnych sieciach neuronowych (ang. recurrent

neural networks) [Hochreiter and Schmidhuber} |1997] wzbogacone o mechanizm
uwagi (ang. attention) |Lin et al. 2017] w kazdym wezle drzewa [You et al.
2019]. Najnowsze podejscia wykorzystuja enkodery oparte na transformerach

(ang. encoder-only transformers) [Vaswani et al) 2017, Devlin et al) 2019] w

celu generowania kontekstowych reprezentacji instancji wejéciowych [Chang et al.,
2020, |Ye et al., [2020, Zhang et all 2021} [Kharbanda et al., |2022a]. Co istotne,

metody drzew etykiet dzialaja w standardowym paradygmacie klasyfikacji i nie

wymagaja dodatkowych metadanych ani cech etykiet poza zbiorem treningowym
zawierajacym pary instancja-etykieta. W tej pracy omawiamy i rozszerzamy prob-

abilistyczne drzewa etykiet [Jasinska et all 2016, stanowiace szczegolny rodzaj

drzew etykiet, ktore szacuja brzegowe prawdopodobienistwa warunkowe etykiet
poprzez ich dekompozycje na Sciezkach od korzenia do lisci drzewa.

Rownolegly linig badan wzgledem drzew etykiet sa metody oparte na za-
nurzeniach etykiet. Podejécia te zaktadaja, ze przestrzen etykiet posiada ukryta
niskowymiarowsa strukture i daza do zanurzenia przestrzeni cech i etykiet we wspol-
nej przestrzeni niskowymiarowej. Poczatkowe podejscia do osadzania stosowaly

proste projekcje liniowe [Mineiro and Karampatziakis, [2015, [Yu et al., 2014, Bhay

tia et al., |2015]. Rozpoznajac ich ograniczona ekspresyjnosé, kolejne podejscia
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wprowadzily transformacje nieliniowe |[Tagami| [2017], oraz zaczely naturalnie
wykorzystywaé architektury glebokiego uczenia [Yeh et all [2017, [Zhang et al.|

2018, Wang et al., [2019a), Guo et al., 2019|, takie jak autoenkodery |[Vincent|

et all [2010] i podwojne enkodery |Gillick et all, [2018]. Metody te korzystaja z
przyblizonych algorytmoéw najblizszych sasiadow (ang. nearest neighbor) do infer-

encji [Malkov and Yashunin| 2018, |Jayaram Subramanya et al., [2019]. Najnowsze

podejécia zaczely wykorzystywaé¢ dodatkowe cechy etykiet, takie jak nazwy czy
opisy w jezyku natrulanym, integrujac je poprzez grafowe sieci neuronowe [Kipf
iand Welling| 2016 oraz transformery |Zong and Sun, 2020, [Saini et al., [2021].
Dla dalszej poprawy skutecznosci metody te czesto sg taczone z dodatkowymi
klasyfikatorami na poziomie etykiet [Dahiya et al. [2021} [Mittal et al., 2021} Saini|
et al., 2021} [Dahiya et al., 2023albl [Gupta et al. 2023).

Metody inferencji, ktére wprowadzamy, sa bezposrednio aplikowalne do wiek-

szosci wymienionych metod XMLC, opierajac sie na oszacowaniach marginalnych
prawdopodobieristw warunkowych etykiet, ktore pochodzg od klasyfikatora. Wiek-
szo$¢ powyzszych metod albo bezposrednio estymuje te prawdopodobienistwa, albo
przewiduje wyniki dla poszczegdlnych etykiet, ktére mozna skalibrowaé¢. Ponadto
nasze podejécie mozna tgczyé z algorytmami radzacymi sobie z brakujacymi etyki-

etami [Saito et al., [2020, |Qaraei et all 2021| oraz z metodami poprawiajacymi

wydajnosé predykeyjng dla rzadkich etykiet poprzez np. wykorzystanie cech etykiet
do oszacowania ich korelacji [Mittal et all [2021] [Saini et al., 2021] Dahiya et al.,
2021} |Zhang et al. [2022] lub poprzez augmentacj¢ danych i generowanie nowych
przyktadow treningowych dla rzadkich etykiet [Wei et al., [2021, [Kharbanda et al.,
2022b,, |Chien et al., 2023].

Zarys pracy

Niniejsza rozprawa sktada sie z nastepujacych rozdzialow:

o W rozdziale 1., ktory zostal przettumaczony powyzej, zerysowujemy prob-
lematyke uczenia maszynowego, klasyfikacji wieloetykietowej i klasyfikacji ek-
stramalnej. Omawiamy problem dtugiego ogona etykie i mierzenia trafnoscéi
przewidywania przez klasyfikatory tych rzadkich etykiet, ktéry stanowi
gtéwne zagadnienie tej pracy. Krotko omawiamy wkiad tej rozprawy, oraz
powiazang literature.

e W rozdziale 2. formalnie wprowadzamy problem klasyfikacji wieloetyki-
etowej z punktu widzenia statystycznej teorii decyzji. Nastepnie omawiamy
metryki jakosci oparte o macierz pomytek oraz przedstawiamy dwie ramy
ich optymalizacji: oczekiwana uzytecznosé testowa (ETU) oraz uzytecznosé
populacyjna (PU). Nastepnie omawiamy szczegdlne cechy klasyfikacji ek-
stremalnie wieloetykietowej (XMLC), takie jak rozktady etykiet o dtugim
ogonie, predykcja przy ograniczeniu ,,Qk” oraz problem brakujgcych etykiet.

e W rozdziale 3. analizujemy popularne miary stosowane w XMLC, usredni-
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ane po instancja, w tym precyzje@k, czutos¢@k oraz DCGQk, jak rowniez
ich wazone warianty. Dla kazdej z metryk wyprowadzamy posta¢ optymal-
nego klasyfikatora oraz podajemy ograniczenia zalu wyrazone w kategoriach
bledéw estymacji prawdopodobieristw.

W rozdziale 4. rozszerzamy analize metryk usrednianych po instancjach do
setting brakujacych (zaszumionych) etykiet. Nastepnie krytycznie analizu-
jemy popularny model sktonnosci (ang. propensity model) zaproponowany

przez [Jain et al.| [2016], stuzacy do estymowania prawdopodobieristw braku-
jacych etykiet. Omawiamy réwniez zwiazek miedzy metrykami stosujacymi
modele sktonnosci (tzw. metrykami z poprawka sktonnosciowa) do szacowa-
nia rzeczywistej jakosci klasyfikatora na zaszumionych danych a skutecznosciag
klasyfikacji dla etykiet z dlugiego ogona, motywujac potrzebe opracowania

i popularyzacji nowych metryk skupionych na ocenie jakosci klasyfikacji
rzadkich etykiet.

W rozdziale 5. wprowadzamy uzytecznosci liczone po etykietach, zwlaszcza
metryki usrednione makro, nalezace do rodziny metryk jakosci opartych
na macierzach pomytek, ktére moga stanowié¢ dobrg alternatywe do oceny
jakosci klasyfikacji rzadkich etykiet. Pokazujemy, ze optymalizacja metryk
etykietowych przy ograniczeniu predykcji do k jest nietrywialnym problemem
optymalizacyjnym.

W rozdziale 6. analizujemy problem optymalizacji metryk etykietowych z
ograniczeniem liczby predykcji ,,@Qk” w ramach ETU oraz wyprowadzamy
posta¢ optymalnego klasyfikatora. Nastepnie proponujemy efektywna proce-
dure aproksymacji wnioskowania opartg na algorytmie optymalizacji wedlug
wspolrzednych blokowych (BCA) oraz przedstawiamy oszacowania zalu.

W rozdziale 7., analogicznie do poprzedniego rozdzialu, analizujemy problem
optymalizacji metryk etykietowych w ramach PU. Pokazujemy postaé opty-
malnego klasyfikatora, proponujemy algorytm do znajdowania optymalnego
klasyfikatora metoda Franka-Wolfe’a (FW) oraz podajemy oszacowania zalu.

W rozdziale 8. omawiamy efektywne strategie implementacyjne. Najpierw
przedstawiamy ogo6lng metode wykorzystujaca rzadkosé przestrzeni etykiet
do redukcji zlozonosci obliczeniowej wprowadzonych metod. Nastepnie
wprowadzamy probabilistyczne drzewa etykiet (PLT), popularny klasyfikator
XMLC, oraz pokazujemy jak wykorzystaé¢ ich hierarchiczng strukture do
efektywnego wnioskowania dla omawianych metod.

W rozdziale 9. przedstawiamy eksperymenty empiryczne, ktére weryfikuja
nasze wyniki teoretyczne oraz pordéwnuja wszystkie wprowadzone algorytmy
wedhug jednolitego protokotu.

W rozdziale 10. koriczymy niniejsza rozprawe krotkim podsumowaniem.

W zatgczniku A zamieszczamy pelne wyprowadzenia dowodoéw, ktore byty
zbyt dhugie, by umiesci¢ je w gléwnej czesci pracy.

W zataczniku B omawiamy dodatkowe szczegdty techniczne dotyczace przeprowad-

zonych eksperymentéw oraz przedstawiamy dodatkowe wyniki.
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